Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



;henko 



\ I- li < 1 1 \ I 



UN KR 



^P^ 




THEORETISCHE MECHANIK. 



Von 



J. SOMOFF, 



MITGLIED DER KAIS. AKADEMIX SEB WISBEITSCHAFTEN U3TD FBOF. EM. DER UKIVXRSITAT 

ZU 8T. FETEBSBUBG. 



AUS DEM RUSSISCHEN' ÜBERSETZT 



VON 



ALEXANDER ZIWET. 



I. THE IL. 

KINEMATIK. 




LEIPZIG, 

DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER. 

1878. 



KINEMATIK. 



Von 



J. SOIMOFF, 



MITOLIKD DER KAIS. AKADKMIE DER WISSENSCIIAFTEX UND I'HOF. EM. DER UNIVERSITÄT 

ZV ST. PETKR8BUR0. 



AUS DEM RUSSISCHEN ÜBERSETZT 



VON 



ALEXANDER ZIWET. 




LEIPZIG, 

DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER. 

1878. 



Vorwort des Uebersetzers. 

Die bisher nur in russischer Sprache existirende ,,Theo- 
retische Mechanik" von J. Somoff , auf welche mich zuerst mein 
hochverehrter Lehrer, Herr Professor Dr. W. Schell, aufmerk- 
sam machte, bietet so viel des Neuen und Originalen in der 
Behandlung sowol, als auch iti der Auswahl und Oruppirung 
des Stoffes, dass der Wunsch, dieses Werk den nicht russisch 
lesenden Fachmännern und Studirenden durch eine deutsche 
Uebersetzung zugänglich zu machen, wohl gerechtfertigt er- 
scheinenkann. Um den eigenthümlichen Charakter des Originals 
zu wahren, wurden keinewesentlichenAenderungen vorgenommen. 
So wurde z. B. die Bezeichnungsweise der sogenannten geome- 
trischen Operationen, obwol dieselbe manche Inconsequenzen mit 
sich führt, unverändert beibehalten; dagegen sind zur Unter- 
scheidung der partiellen Derivirten die vielfach üblichen runden 
d gewählt worden; auch wurde eine Anzahl störender Drück- 
feihler, die sich im Originale vorfanden, berichtigt. 

Der im Jahre 1876 zu St. Petersburg verstorbene Ver- 
fasser^ Professor Joseph Somoff, ist in ßussland durch eine 
Reihe gediegener Lehrbücher über verschiedene Theile der 
Mathematik, sowie durch zahlreiche Abhandlungen und Unter- 
suchungen speciellerer Natur, die zum Theil auch in französi- 
scher Sprache in den Memoiren der St. Petersburger Akademie 
der Wissenschaften veröffentlicht wurden, rühmlichst bekannt. 
Leider gelang es ihm nicht, die „Theoretische Mechanik" voll- 
ständig herauszugeben. Der erste Theil, die Kinematik, bildet 
jedoch ein in sich abgeschlossenes Ganzes und erscheint daher 
in der Uebersetzung einzeln für sich. Der Druck des zweiten 
Theiles, der eine allgemeine Einleitung in die Statik und Dy- 
namik; sowie die Statik enthält, wurde erst nach des Ver- 
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Der im Jahre 1876 zu St. Petersburg verstorbene Ver- 
fasser, Professor Joseph Somoff, ist in Russland durch eine 
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Mathematik^ sowie durch zahlreiche Abhandlungen und Unter- 
suchungen speciellerer Natur, die zum Theil auch in französi- 
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fassers Tode vollendet. Die Dynamik endlich wird von Herrn 
Professor Paul Somoff, dem Sohne des verstorbenen Professors 
Joseph Somoff, nach autographirten CoUegienheften bearbeitet 
und herausgegeben werden. 

Durch die Güte des Herrn Professors Paul Somoff sind 
mir die am Ende der Kinematik beigefügten Zusätze und Be- 
richtigungen, die von dem Verfasser für eine zweite Auflage 
in Aussicht genommen waren, zur Verfügung gestellt worden; 
leider war es schon zu spät, dieselben an den betreffenden 
Stellen des Textes einzufügen. 

Alexander Ziwet. 



Vorrede des Verfassers. 



Langjährige Vorlesungen über theoretische Mechanik an 
der Universität zu St. Petersburg gaben mir Veranlassung, 
diese Wissenschaft systematisch zu bearbeiten; ich habe mich 
bemüht, einerseits die Principien und Theorien der Mechanik 
klar zu legen, andererseits die Beweise für manche Sätze und 
die Methoden zur Lösung verschiedener Probleme möglichst 
zu vereinfachen. So entstand ein vollständiger Cursus der 
theoretischen Mechanik, der mehrmals autographirt wurde, so 
dass meine Zuhörer ihn schon seit längerer Zeit benutzen. 
Nach nochmaliger genauer Durchsicht und nach Einverleibung 
verschiedener Abschnitte, zu deren Behandlung die den Vor- 
lesungen zugemessene Zeit nicht hinreichte, habe ich mich 
entschlossen, diesen Cursus der Mechanik herauszugeben und 
überliefere nunmehr den ersten Theil desselben , die Kinematik, 
der Beurtheilung des wissenschaftlichen Publikums. Obwol es 
an Werken über Mechanik sowol in fremden Sprachen, als 
auch in der russischen nicht mangelt, so glaube ich doch, 
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dass auch mein Werk nicht überflüssig sein wird. Es ist be- 
sonders für junge Leute bestimmt, welche die mathematischen 
und physikalischen Wissenschaften an den Universitäten studiren. 
Bei Abfassung desselben hatte ich hauptsächlich den Umstand 
im Auge, dass in der Universität der Unterricht in der theo- 
retischen Mechanik nicht nur darauf ausgehen muss, die 
Studirenden mit jenen Grundwahrheiten bekannt zu machen, 
auf denen gegenwärtig das ganze System der exakten Natur- 
wissenschaften beruht, sondern dass derselbe ihnen zugleich 
auch eine Uebung in der mathematischen Analysis und in der 
Geometrie bieten soll. Soviel die Analysis und die Geometrie 
zur Entdeckung der Gesetze der Bewegung und des Wirkens 
-der Naturkräfte beigetragen haben, ebensoviel haben die Me- 
chanik und die mathematische Physik die Entwicklung der 
analytischen und geometrischen Forschungsmethoden gefordert. 
Die Geschichte der Differential- und Integralrechnung zeigt, 
dass die Mechanik eine unerschöpfliche Quelle von Problemen 
war, zu deren Lösung neue Integrationsmethoden für Func- 
tionen und Differentialgleichungen erdacht wurden. Man kann 
sagen, dass die beiden umfangreichen Bände der Mechanik von 
Euler nichts sind als eine Sammlung von Aufgaben der In- 
tegralrechnung. In der analytischen Mechanik von Lagrange 
zeigt sich die ganze Macht jener eleganten allgemeinen Me- 
thode, die aus einer einzigen Formel die Lösungen aller Pro- 
bleme derselben Art herleitet. Jacob i's Vorlesungen über 
Dynamik sind solchen Beispielen gewidmet, die zur Erläuterung 
der Methode der Integration von Differentialgleichungen in 
der kanonischen Form, und von solchen mit partiellen Deri- 
virten erster Ordnung dienen. Die physikalisch-mathematischen 
Untersuchungen über die Attractionskräfte, über Elektricität 
und Magnetismus, über Wärme, Elastieität, Licht, Schall und 
über die Wellenbewegung im allgemeinen behandeln die Lehre 
von den Eigenschaften der Functionen, von den verschiedenen 
Reihenentwickelungen derselben und von der Integration linearer 
partieller Differentialgleichungen. Zwischen der Analysis, Geo- 
metrie, Mechanik und mathematischen Physik besteht gegen- 
wärtig ein so enger Zusammenhang, dass man sich beim Unter- 
richt nicht zu sehr um die Abgrenzung jener Wissenschaften 
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von einander zu kümmern braucht. Die erste Anforderung, 
die man an eine zeitgemässe Behandlung der mathematischeu 
Wissenschaften stellen muss, ist wie Lame sehr richtig be- 
merkt*), die, dass die EinUieilung dc7' Wissenschaß in reine 
und angewandte MatliematiJc für immer leseitigt werde. Deshalb 
glaube ich, dass man es mir nicht zum Vorwurf machen wird, 
wenn ich von dem eigentlichen Gegenstande der Mechanik 
häufig abschweife, um Probleme zu entwickeln, die in die 
Analysis und Geometrie gehören. 

Lagraüge betrachtete die Mechanik als eine Geometrie, 
bei der zu den drei Dimensionen des Raumes noch eine vierte, 
die Zeit, hinzutritt; die Analysis in der Mechanik sah er als 
eine Weiterentwickelung der geometrischen Analysis an.**) 
Nach dieser Anschauuug treten die Kräfte und die Massen in 
der Analysis nicht als Grossen von besonderer Art auf; denn 
die Kräfte werden durch Strecken ausgedrückt, die Massen 
durch Verhältnisse von Kräften. Bei der Anwendung analy- 
tischer Resultate auf wirkliche Bewegungen ist man jedoch 
genöthigt, die concrete Bedeutung der Kräfte als der Ursachen 
der Bewegung in Betracht zu ziehen. Infolge dessen zerfallen 
die in der Mechanik auftretenden Probleme in zwei Gruppen: 
in Icinematische und dynamisclic] die Probleme der ersten Art 
werden gegenwärtig in einem besonderen Theile der Mechanik 
behandelt, den man Kinematik nennt. Schon D'Alembert ;^. 
spricht in der Vorrede zu seiner Dynamik von der Nothwendig- 
keit, vor allen anderen Dingen die Gesetze der Bewegung zu 
studiren. Carnot beabsichtigte ein Werk über die geometri- 
schen Bewegtingen zu schreiben. Ampere aber hat zuerst offen 
auf den grossen Vortheil hingewiesen, den das Studium der . 
geometrischen Eigenschaften der Bewegung und der Verhält- 
nisse der Geschwindigkeiten der verschiedenen Theile einer 
Maschine zu einander unabhängig von dem Begriffe von Kräften 



*) „Ecartez ä tout jamais la division de la science en Mathematiques 
pures et appliquees." Cours de Physique mathematique rationnelle 1861. 
Discours pr^liminaire. 

**) „Ainsi on peut regarder la m^canique comme une geom^trie ä 
quatre dimensions , et Tanalyse mäcanique comme une extension de Tana- 
lyse geomätrique." Theorie des fonctions analytiques. 
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und Massen bieten muss.*) Poncelet machte den ersten 
Versuch zur Verwirklichung dieses Gedankens von Ampere, 
indem er in seinen Vorlesungen an der Pariser Facultät der 
Wissenschaften (1838—1839) die geometrische Theorie der 
wichtigsten zur Uebertragung der Bewegung dienenden Ma- 
schinentheile entwickelte. Seitdem kam die Behandlung^ kine- 
matischer Probleme mehr und mehr in Aufnahme. Man er- 
innerte sich der Des carte s 'sehen Methode zur Construction 
der Tangente an eine ßoUcurve, die auf der Existenz eines 
Rotationscentrums bei der Bewegung einer ebenen, auf eiuer 
anderen hinrollenden Curve beruht, sowie der Tangentencon- 
struction von ßoberval, die sich auf die Zusammensetzung 'der 
Geschwindigkeiten gründet. Man studirte eingehend die geo- 
metrischen Eigenschaften der Bewegung eines unveränderlichen 
Systems. Auf Grund dieser Eigenschaften ergaben sich neue 
elegante Methoden zur Construction von Tangenten und Krüm- 
mungsradien für manche Curven, sowie auch von Normalen 
für gewisse Flächen. Dann wurden die Beschleunigungen 
höherer Ordnungen untersucht und auf die Lösung von Pro- 
blemen über die zweite Krümmung und die Aenderung der 
ersteu Krümmung angewendet. Endlich fand man die Me- 
thode zur Bestimmung der Beschleunigungen bei der relativen Be- 
wegung. So bildete sich der theoretische Theil der Kinematik 
aus, der in verschiedenen Lehrbüchern als Einleitung in die 
Mechanik behandelt wurde. R e s a 1 , der ihn durch viele 
eigene Untersuchungen bereicherte, treunte ihn von dem an- 
gewandten Theile der Kinematik, der die Theorie der Me- 
chauismen zum Gegenstande hat, und gab eine systematische 
Darstellung desselben unter dem Namen der reinen Kinematik 
(Traite de Cinematique pure, par H. Resal, Paris 1862). 
Hierauf erschien die reine Kinematik als ein besonderer Theil 
der Mechanik in den Werken: Cours de Mecanique et de 
machines par E. Bour, Paris 1865. — Treatise on natural 
Philosophy, W. Thomson and P. Tait. V. L Oxford 1867. 
— Theorie der Bewegung und der Kräfte, Dr. W. Schell. 
Leipzig 1870. 



*) Essai sur la Classification des connaissances humaines. 
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Ich habe nach dem Vorgange von Bour die theoretische 
Mechanik eingetheilt in: Kinematik, St<itik und Dynamik] dabei 
habe ich zur Kinematik nur die allgemeinen grundlegenden 
kinematischen Probleme über die Bewegung eines Punktes und 
über die eines unveränderlichen Systems gezogen; andere 
kinematische Fragen, die sich auf speciellere Theorien be- 
ziehen, wie z. B. die Probleme über die Deformation eines 
elastischen Körpers und über die Geschwindigkeiten der Flüssig- 
keiten, schien mir unzweckmässig von den dynamischen zu 
trennen. Die Lösung der Probleme über die Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen bei der Bewegung eines Punktes habe 
ich auf eine gleichartige Methode basirt, die eine Verallge- 
meinerung der gewöhnlichen Methode der DiflFerentialrechnung 
ist und die man das geometrische Differentiiren nennen kann. 
Der Begriff der geometrischen Derivirten von veränderlichen 
geraden Strecken und die Betrachtung der Beschleunigungen 
als successiver geometrischer Derivirten der Geschwindigkeit 
rührt von Resal her. Er bemerkte die bei der Differentiß,tion 
einer Summe auftretende Analogie zwischen den geometrischen 
und den gewöhnlichen Derivirten; doch übersah er noch andere 
Analogien. In der Abhandlung „Ucher die Beschleunigungen 
verschiedener Ordnimgen^^^) habe ich eine Formel zur Differen- 
tiation eines geometrischen Productes aufgestellt, die der 
Leibnitz'schen Formel zur Differentiation eines algebraischen 
Productes analog ist; dort habe ich gezeigt, wie bequem sie 
zur Bestimmung der Projectionen der Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen auf gegebene feste oder bewegliche Axen 
dienen kann. Zugleich habe ich verschiedene Anwendungen 
der Formel zur Bestimmung der Sehne des von einem Punkte 
durchlaufenen Weges vermittelst der Geschwindigkeiten und 
der Beschleunigungen verschiedener Ordnungen gegeben; diese 
Formel, die der Taylor'schen Reihe entspricht, ist von Mob ins 
aufgestellt worden („Ueber die phoronomische Deutung des 
Taylor 'sehen Theorems." Crelle's Journal, B. 36). Zu diesen 



*) Supplement zu dem V. Bande der Memoiren der Kaiserl. Akademie 
der Wissenschaften Nr. 5 (russisch). Auch französisch: Memoire sur les 
acc^l^rations de divers ordres (M^moires de TAcad^mie des sciences de 
St. Pätersbourg VII. Särie, T. VIII, Nr. 5). 
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Analogien habe ich (im IV. und VII. Capitel der Kinematik) 
noch hinzugefügt: die Ausdehnung des Multiplieationsgesetzes 
zweier algebraischer Summen auf geometrisclie Summen, die 
Methode, die geometrischen Derivirten einer beliebigen variablen 
geradlinigen Strecke mit Hilfe der Geschwindigkeiten und Be- 
schleunigungen ihrer Endpunkte auszudrücken, die geometrische 
Differentiation nach verschiedenen Variablen und mehrere 
Sätze über die geometrischen Variationen. Aus allen diesen 
Analogien und Verallgemeinerungen ergab sich eine eigen- 
thümliche Methode für kinematische Untersuchungen, welche 
die früheren synthetischen Methoden ersetzt und die Anwen- 
dung der Analysis auf die Kinematik bedeutend erleichtert, 
besonders in der Hinsicht, dass sie erlaubt, lange Rechnungen, 
in denen oft ohne jede Nothwendigkeit geradlinige Coor- 
dinaten auftreten, zu vermeiden. Ein anderes wichtiges Hilfs- 
mittel zur Anwendung der Analysis auf die Kinematik bietet 
die directe Methode zur Bestimmung der Differentialparameter 
erster Ordnung einer Punktfunction. Lame betrachtete den 
Differentialparameter erster Ordnung einer Punktfunction als 
einen analytischen Ausdruck, der die Eigenschaft hat, bei 
der Vertauschung eines rechtwinkligen geradlinigen Coor- 
dinatensystems mit einem andern ebensolchen Systeme seine 
Form beizubehalten; er zeigte, welche Gestalt jener Ausdruck 
annimmt, wenn man die geradlinigen Coordinaten mit recht- 
winkligen krummlinigen vertauscht. Doch benutzte er den Vor- 
theil nicht, welchen die Darstellung des Differentialparameters 
durch eine auf der Normale der Niveaufläche aufgetragene 
Strecke darbietet. Indem ich den Parameter in dieser Weise 
darstellte und ihn unabhängig von dem Coordinatensystem 
als die Derivirte der Punktfunction nach einer zur Niveau- 
fläche normalen Verschiebung definirte, habe ich in der Ab- 
handlung: Directe Metliode mr Bestimmung des Ansdmclces 
der Differentialparameter erster nnd ziveiter Ordnung und der 
Krümmung einer Fläche in irgend welcJmi recht- oder schief- 
winkligen Coordinaten *) gezeigt, wie man mit Hilfe der Para- 

*) Supplement zum VIIT. Bande der Memoiren der Kais. Akademie 
der Wissenschaften Nr. 4; auch unter dem Titel: „Moyen d*exprimer 
directement en coordonn^es curvilignes quelconques, orthogonales ou 
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meter gewisser einfacher Functionen den Parameter einer zu- 
sammengesetzten Function bestimmt. Diese Methode, die 
Dififerentialparameter erster Ordnung zu bilden, umfasst alle 
graphischen und analytischen Methoden zur Construction von 
Normalen an. Flächen und Curven. Sie ist im VII. Capitel 
der Kinematik dargelegt mit neuen Entwicklungen und An- 
wendungen auf die Bestimmung der Coordinatenparameter der 
bemerkenswerthesten Coordinatensysteme. In der oben er- 
wähnten Abhan(Jlung über die Beschleunigungen verschiedener 
Ordnungen habe ich die allgemeinsten Formeln gegeben für 
die Projectionen der Geschwindigkeit und der Beschleunigungen 
verschiedener Ordnungen auf die drei Coordinatenparameter 
und auf drei andere zu diesen conjugirte Axen, die ich Co- 
ordinatenaxen genannt habe; hierauf habe ich jene Formeln 
zur Ableitung allgemeiner Ausdrücke für die bei der Bestimmung 
der ersten und zweiten Krümmung einer Curve auftretenden 
Grössen in krummlinigen Coordinaten angewendet. Im X. 
und XL Capitel der Kinematik ist die Ableitung aller dieser 
Formeln bedeutend vereinfacht mit Hilfe der Formeln für die 
Projectionen der geometrischen Derivirten der directen und 
reciproken Coordinatenparameter auf die Richtungen dieser 
Parameter; dann habe ich im XII. Capitel gezeigt, wie man 
mit Hilfe derselben Ausdrücke die geometrischen Derivirten 
des Differentialparameters einer beliebigen Punktfun ction finden 
kann. Alles dies bildet die Grundlage für die allgemeine Theorie 
der krummlinigen Coordinaten, deren Gebrauch in der Geo- 
metrie und in der mathematischen Physik mehr und mehr 
Verbreitung findet. Im XII. und XIII. Capitel zeige ich, wie 
mit Hilfe der Beschleunigungen und der geometrischen De- 
rivirten der Dififerentialparameter die allgemeinen Ausdrücke 
für die Derivirten der Function eines Punktes oder Punkt- 
systems nach der Zeit gebildet werden und wie sich auf Grund 
dieser Ausdrücke die allgemeine Form der Bedingungen er- 
giebt, welchen die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 
der Punkte genügen müssen, wenn diese Punkte nicht frei sind. 

obliques, las parametres diffärentiels du prämier et du second ordrea et 
]a courbure d'une surface." M^moirea de l'Ac. des sciences de St. Peters- 
bourg, Vn Särie, T. VIII, Nr. 16, 1865. 
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In der Kinematik des unveränderlichen Systems erläutere 
ieh zuerst die Eigenschaften der mögliehen Geschwindigkeiten 
eines freien Systems, ausgehend von den Bedingungen für die 
Geschwindigkeiten, welche sich aus der Unveränderlichkeit der 
Abstände der Punkte von einander, sowie der von diesen Ab- 
ständen eingeschlossenen Winkel ergeben. Hierauf leite ich 
dieselben Eigenschaften aus den Formeln her, die Euler für 
die Projectionen einer möglichen Geschwindigkeit auf drei mit 
dem Systeme unveränderlicli verbundene Axen aufgestellt hat. 
Dabei verweise ich auf den Zusammenhang, der zwischen dem 
Systeme der möglichen Geschwindigkeiten und dem Systeme 
der auf den Geschwindigkeiten senkrechten (Seraden, welches 
Plücker den Liniencomplex genannt hat, besteht. Ebenso 
gründe ich auch die Untersuchungen über die Beschleunigungen 
verschiedener Ordnungen bei der Bewegung eines unveränder- 
lichen Systems auf die Formeln von Euler und auf andere, 
die zur allgemeinen Bestimmung der Projectionen der geo- 
metrischen Derivirten einer Strecke auf rechtwinklige bewegliche 
Axen dienen. 

Die Eigenschaften der möglichen Geschwindigkeiten eines 
unfreien unveränderlichen Systems sind von Mannheim unter- 
sucht worden. Er beschränkte sich dabei auf die Betrachtung 
solcher Bedingungen für die möglichen Geschwindigkeiten, die 
sich auf die einfache Bedingung zurückführen lassen, dass ein 
starrer Körper sich mit einem Punkte auf eine feste Fläche 
stützt. Thomson und Tait (Treatise on natural philosophy 
pag. 133) zeigen, dass es eine allgemeinere Bedingung giebt, 
die die Form einer linearen Gleichung zwischen den Pro- 
jectionen der Translationsgeschwindigkeit und denen der Winkel- 
geschwindigkeit der Rotation auf drei zu einander senkrechte 
Axen hat, und dass sich diese Bedingung durch einen aus 
zwei Hooke'schen Schlüsseln gebildeten Mechanismus realisiren 
lässt. Ich gebe dieser Bedingung eine von dem Coördinaten- 
systeme unabhängige Form und zeige, wie man, mit Hilfe ge- 
gebener Bedingungen von dieser Form, deren Anzahl nicht 
grösser als fünf sein darf, analytisch die möglichen Geschwin- 
digkeiten eines uniöreien unveränderlichen Punktsystems unter- 
suchen kann, indem man die conjugirten Rotationsaxen für 
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jedes System möglicher Geschwindigkeiten bestimmt, oder die 
conjugirten Polaren des einem jeden möglichen Geschwindig- 
keitssysteme entsprechenden linearen Complexes. In dem von 
der relativen Bewegung handelnden XVII. Capitel endlich leite 
ich mit Hilfe der Mob ins 'sehen Formel für die Sehne des 
durchlaufenen Weges und der Formeln für die geometrische 
Differentiation mit einem Schlage die Beziehungen her, die 
zwischen den Geschwindigkeiten und den Beschleunigungen 
verschiedener Ordnungen bei der absoluten, der relativen und 
der Führungsbewegung bestehen. Ich habe mich nur auf geo- 
metrische Beispiele der relativen Bewegung beschränkt und 
die interessanten Beispiele der relativen Bewegung der irdischen 
Gegenstände, die von der täglichen Bewegung der Erde her- 
rührt, in die Dynamik verwieset; denn dieselben erfordern den 
Begriff der Schwerkraft. 

J. Somoff. 



Inhalts Llberöicht der Kinematik. 



Seite 

Einleitung 1 

I. Capitel. Bewegung eines Punktes«. — Gleichföimige Be- 
wegung und deren Geschwindigkeit. — Ungleichförmige Bewegung; 
deren mittlere Geschwindigkeit und die in einer gegebenen Zeit 
erlangte Geschwindigkeit. — Zusammensetzung von Geschwindigkeiten 3 

II. Capitel. Gerade Strecken, welche ihre Länge und Lage 
mit der Zeit stetig ändern; ihre geometrischen Deri?irten ver- 
schiedener Ordnungen. — Beschleunigungen verschiedener Ordnungen 

bei der Bewegung eines Punktes 25 

III. Capitel. Abhängigkeit der geometrischen Derivirten einer 
geometrischen Function von den Geschwindigkeiten der Endpunkte 

der Function. — Folgerungen und Anwendungen 34 

IV. Capitel. Differentiation geometrischer Summen und Pro- 
dacte. — Die Projectionen der geometrischen Derivirten und die 
Beschleunigungen .^ 46 

V. Capitel. Bestimmung der Grösse und Richtung der Sehne, 
welche den von einem Punkte in gegebener Zeit durchlaufenen 
Weg spannt. — Folgerungen 64 

VI. Capitel. Geometrische Differentiation nach verschiedenen 
Variablen. — Geometrische Variation. — Die geodätische Linie. — 
Die Brachistochrone 78 

VII. Capitel. Function eines Punktes. — Niveau. — Allgemeine 
Coordinatenmethode. — Differentialparameter erster Ordnung. — 

Die wichtigsten Coordinatensysteme 98 

Elliptische Coördinaten im Räume 121 

Transformation vermittelst reciproker Radienvectoren. — 

Thomson'sche Coördinaten 131 

Homogene Coördinaten 141 

VIII. Capitel. Allgemeine Methode zur Bestimmung der Lage 
und Länge einer Strecke vermittelst ihrer Componenten und Pro- 
jectionen auf drei schiefwinklige Axen. — Anwendung auf die Be- 
stimmung der G=esch windigkeit 147 

IX. Capitel. Krummlinige Coördinaten auf einer gegebenen 
Fläche 167 

Geodätische Coördinaten , 172 

Kartographische Coördinaten 185 



— XVI — 

Seite 

X. Capitel. Die goometrischen Derivirten der Coordinaten- 
parameter. — Ausdrücke für die Krümmung von Linien, die auf 
Coordinatenflächen liegen. . 195 

XL CapiteL Projeetionen und Componenten der Beschleu- 
nigungen verschiedener Ordnungen auf den Coordinatenparametem. 
— Anwendung auf die Bestimmung der ersten und zweiten Krümmung 
der Bahn eines beweglichen Punktes 217 

XII. Capitel. Allgemeine Ausdrücke für die Projeetionen des 
Differentialparameters erster Ordnung und seiner geometrischen De- 
rivirten auf die Coordinatenparameter. — Allgemeine Ausdrücke für 
die Derivirten von Punktfanctionen nach der Zeit und für die Li- 
cremente von Punktfunctionen 237 

XIIL Capitel. Bedingungen der möglichen Bewegungen. . . 253 

XIV. Capitel. Mögliche Bewegungen eines unveränderlichen 
Punktsystems 268 

XV. Capitel. Die Öeschleunigungen bei der Bewegung eines 
freien unveränderlichen Systems. — Endliche Verschiebungen . . . 332 

Endliche mögliche Verschiebungen eines freien unveränder-' 
liehen Systems . . • 355 

XVI. Capitel. Mögliche Bewegungen eines unfreien unver- 
änderlichen Systems 371 

XVII. Capitel. Relative Bewegung . 379 



Einleitung. 

Die bei irgend einer Naturerscheinung der Beobachtung 
sich darbietenden Körper haben eine gewisse Gestalt und eine 
gegenseitige Lage, welche sie entweder eine bestimmte Zeit 
hindurch beibehalten oder fortwährend ändern. Im ersten Falle 
befinden sie sich in Ruhe, im zweiten in Bewegung. Die Me- 
thoden zur Untersuchung der mathematischen Umstände des 
einen, wie des andern Zustandes der Körper, bilden den Gegen- 
stand der tlieoretischen Mechanik^ 

Nach der Art der in der theoretischen Mechanik auf- 
tretenden Fragen und gemäss der natürlichen Reihenfolge, in 
der sich dieselben darbieten, theilt sich diese Wissenschaft in 
drei Theile: Kinematik, Statik und Dynamik. 

In der Kinematik werden diejenigen Fragen über die Be- 
wegung behandelt, zu deren Lösung es nicht nöthig ist, den 
Stoff der Körper, ihre Trägheit und die zwischen den Theilen 
der Materie wirkenden Kräfte iry Betracht zu ziehen, d. h. zu 
deren Lösung nur die Raumverhältnisse und die Zeit der Be- 
wegung betrachtet zu werden brauchen. Dieser Theil der 
Mechanik steht im innigsten Zusammenhang mit der Geometrie, 
auf die er sich hauptsächlich stützt und die er, möchte man 
sagen, vervollständigt, indem er zu den drei Dimensionen der 
Geometrie noch eine vierte, die Zeit, hinzufügt. Ihm gebührt 
der Name, den Lagrange der Mechanik überhaupt giebt: Geo- 
metrie von vier Dimensionen.*) 

In der Statik werden zunächst die allgemeinen Beziehungen 
zwischen den kinematischen Grössen und den eine Bewegung 



*) Theorie des fonctions analytiques, nouvelle Edition; Paria 1813. 
pag. 311. 

Somoff, Mechanik. I. 1 
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hervorbringenden Kräften behandelt; auf Grund dieser Be- 
ziehungen wird dann das Mass der Kraft und das der Masse 
eines Körpers festgestellt. Dann werden die Methoden zur 
Umwandlung der Kräfte behandelt, die Ersetzung gegebener 
Kräfte durch andere einfachere und die Bestimmung der Be- 
dingungen des Gleichgewichts von Kräften, d. h. der Bedin- 
gungen, unter denen gewisse Kräfte die Wirkung anderer 
Kräfte vernichten. Zugleich werden die Methoden untersucht, 
die zur Bestimmung der Gestalt und Lage dienen, welche die 
Körper haben müssen, wenn die auf sie wirkenden Kräfte sich 
im Gleichgewicht befinden sollen. 

Die Dynamik endlich hat zum Gegenstand die Methoden 
zur Untersuchung der Umstände einer Bewegung, welche durch 
bestimmte Ursachen, Trägheit und Kräfte, hervorgerufen wird, 
sowie zur Bestimmung der Kräfte, welche im Stande sind, 
eine gewisse Bewegung hervorzubringen. 



Kinematik. 



I. Capitel. 

Bewegung eines Punktes. — Gleichförmige Bewegung und deren Ge- 
schwindigkeit. — Ungleichförmige Bewegung. — Deren mittlere 
Geschwindigkeit und die in einer gegebenen Zeit erlangte Geschwin- 
digkeit. — Zusammensetzung von Geschwindigkeiten. 

1« In der Kinematik werden die Bewegungen der geo- 
metrischen Gebilde zugleich mit der Zeit der Bewegung be- 
trachtet. 

Die Untersuchung der Bewegung irgend eines Gebildes 
von einer, zwei oder drei Dimensionen lässt sich auf die Unter- 
suchung der Bewegung von Punkten zurückführen, da jedes Ge- 
bilde der geometrische Ort von Punkten ist, deren Lage durch 
gewisse Bedingungen bestimmt wird; daher beziehen sich die 
ersten Fragen der Kinematik auf die Bewegung eines ein- 
zelnen Punktes. 

Die Bewegung eines Punktes ist die stetige Aenderung 
seiner Lage in Bezug auf nach Uebereinkunft gewählte geo- 
metrische Gebilde, z. B. in Bezug auf drei zu einander senk- 
rechte Ebenen. 

Wenn es zur Bestimmung der Bewegung eines Punktes 
nicht erforderlich ist, die Bewegung derjenigen Gebilde zu 
kennen, auf welche seine Lage bezogen wird, so werden 
diese Gebilde als absolut unbeweglich betrachtet, und die Be- 
wegung des Punktes heisst absolut 

Die Bewegung eines Punktes heisst relativ, wenn es zur 
Bestimmung dieser Bewegung nöthig ist, die absolute Be- 
wegung des Punktes und die absolute Bewegung der Gebilde 
zu kennen, auf welche die Lage des Punktes bezogen wird. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit der absoluten Be- 
wegung. 
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2. Die von einem Punkt beschriebene Linie heisst seine 
Bahn (Trajedorie). Der Bogen s der Bahn, welcher den von dem 
Punkt in der Zeit t durchlaufenen Weg darstellt, ist eine Function 
dieser Zeit. Die einfachste Form einer solchen Function ist: 

s = vt, 

wo V eine Constante bedeutet. Die Bewegung, bei welcher der 
durchlaufene Weg sich als eine Function von dieser Form 
darstellt, heisst gleichförmig. 

Das constante Verhältniss v =- des Weges zu der ent- 

sprechenden Zeit nennt man die GeschmndigJceit der gleich- 
förmigen Bewegung, 

3. Eine Bewegung, bei der sich der Weg als eine andere 
Function der Zeit darstellt, heisst veränderlich. Wenn bei 
einer solchen Bewegung der durchlaufene Weg durch die 
Function s = f{t) dargestellt wird, so ändert sich das Ver- 
hältniss - = ^- zugleich mit t, d. h. es hat für jedes gegebene 

t einen bestimmten Werth. Dieser Werth heisst die mittlere 
Geschwindigkeit der Bewegung während der Zeit t Er ist gleich 
der Geschwindigkeit einer solchen gleichförmigen Bewegung, 
bei welcher der Punkt in der Zeit t einen Weg zurücklegt, der 
dem in derselben Zeit mit veränderlicher Bewegung zurück- 
gelegten Wege s gleich ist. Bei der veränderlichen Geschwindig- 
keit kommt ausser der mittleren Geschwindigkeit noch eine 
Geschwindigkeit in Betracht, die man die von dem PunJcte in 
einer gegebenen Zeit erlangte, oder einfach die Geschwindigkeit 
zu einer gegebenen Zeit nennt; dieselbe bestimmt sich folgender- 
massen (Fig. 1). 

Es sei AB die Bahn des beweglichen Punktes m, ÄM= s 
= f(t) der in der Zeit t durchlaufene Weg und MM' = ^s 
^^«- 1- der in der unendlich kleinen auf t fol- 

genden Zeit r durchlaufene Weg. Das 

Verhältniss — , welches die mittlere Ge- 

schwindigkeit der Bewegung während 

der Zeit r darstellt, nähert sich bei abnehmendem und der 

ds f 

Null sich näherndem t der derivirten Function ^; = r(05 
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diese Grenze der mittleren Geschwindigkeit der Bewegung 
während der unendlich kleinen Zeit r heisst eben die Ge- 
schmndigkeit zur Zeit t 

Wir werden diese Geschwindigkeit durch die Strecke 
MT = f\t) darstellen, die auf der Tangente der Bahn im 
Punkte 31 aufgetragen wird und nach der Seite hin gerichtet 
ist, wohin der Punkt m sich zur Zeit t bewegt. 

Die Länge und Richtung von 3fT stellen die Grenze der 
Länge urfd Richtung der Geraden MS dar, die auf der Sehne 
3fM' aufgetragen und der Geschwindigkeit gleichgemacht ist, 
mit welcher der Punkt in gleichförmiger Bewegung die Sehne 
MM' in der Zeit r durchlaufen kann, die also dem Verhältniss 

gleich ist. In der That, nähert sich r der Null, so 

nähert sich die Richtung MS der Richtung der Tangente, auf 
welcher die Länge MT aufgetragen ist, und da sich dabei das 
Verhältniss des Bogens ^s zur Sehne MM' der Einheit 
nähert*), so giebt die Gleichung 



T Sehne MM 

in der Grenze 



y-MS 



f{t) = lim MS, d. h. MT = lim MS. 

Im Falle der geradlinigen Bewegung, d. h. wenn die Bahn 
eine gerade Linie ist, fällt die Richtung der Geschwindigkeit 
MT mit der Richtung der Bahn zusammen. 

Beispiele: 1) Die Bewegung eines fallenden Körpers ist oft durch 
die Bewegung eines einzigen Punktes bestimmt, der, wie Galilei gefunden 
hat, in vertikaler Richtung einen dem Quadrat der entsprechenden Zeit 
proportionalen Weg durchläuft: folglich ist dieser Weg durch eine Function 
von der Form s = at^ dargestellt, wo a eine constante positive Grösse 
ist. Die mittlere Geschwindigkeit dieser Bewegung während der Zeit t 

ist - = at, und die in der Zeit t erlangte Geschwindigkeit, die wir mit 

V bezeichnen wollen, ist: 

V = -T- = 2at. 
dt 

Sie ist also doppelt so gross als die mittlere Geschwindigkeit. Beide 
Geschwindigkeiten sind der Zeit proportional, d h. wachsen mit der 



*) Sturm, Cours d'analyse de l'ficole polytechnique. T. I. Le9on 23. 
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Zeit gleichförmig. Eine Bewegung, welche diese Beschaffenheit hat, 
heisst gleichförmig beschleunigt. Die Constante a ist dem in der Zeit- 
einheit von dem Punkte durchlaufenen Wege gleich; denn es wird s == a 
für < = 1. Dieselbe ist auch gleich der mittleren Geschwindigkeit in 
der Zeiteinheit und gleich der Hälfte der in der Zeiteinheit erlangten 
Geschwindigkeit; bezeichnet man daher diese letztere durch g^ so hat 
man: a = ^^, 5 = ^^**, v = gt. Unter dieser Form werden die Fall- 
gesetze gewöhnlich dargestellt. 

Die mittlere Geschwindigkeit der Bewegung während eines beliebigen 
Zeitraumes t' — t ist das arithmetisclie Mittel aus der im Anfang und 
aus der am Ende dieser Zeit erlangten Geschwindigkeit; denn diese Ge- 
schwindigkeit ist: 

ai'2 — at^ ,. , ^, 2a*' -f 2a« 
————^ai} -f *)= ^ • 

2) Angenommen, der von dem unbeweglichen leuchtenden Punkte S 
(Fig. 2) beleuchtete Punkt m bewege sich gleichförmig auf der Geraden 

AB mit der Geschwindigkeit c, vom 
Punkte aus; es soll die Bewegung 
seines Schattens auf einer gegebenen 
Ebene bestimmt werden. 

Die Bahn des Schattens ist offenbar 
eine Gerade (7D, nämlich der Durch- 
schnitt der gegebeneu mit der durch 
S und AB gehenden Ebene. Es sei 
M die Lage des Punktes m zur Zeit 
f, M' die Lage seines Schattens zur selben Zeit, 0' die Anfangslage 
dieses Schattens; J.0 = a, JLO' = ß, O M,' = s. Zieht man noch 8C^ 
parallel AB und SIE parallel OZ), so sei 5(7 = a, SB = b. Die ähnlichen 
Dreiecke AMM.' und SM JE geben 

a — a — et 

für den von dem Schatten M* in der Zeit t durchlaufenen Weg 0' 31*'; 
daraus leiten wir die von diesem Punkte in der Zeit t erlangte Ge- 
schwindigkeit her: 

ds äbc abc c. GM'^ 

Diese Geschwindigkeit ist umgekehrt proportional dem Quadrate der 
Entfernung des beleuchteten Punktes m von dem unbeweglichen Punkte E 
und direct proportional dem Quadrate der Entfernung des Schattenpunktes 
M' von dem festen Punkte G. Sie wird unendlich gross, wenn m nach 
E kommt, d. h. wenn M' sich ins Unendliche entfernt. 

3) Der Punkt m bewege sich auf einer Kugelfläche, welche die Erde 
darstellt (Fig. 3). Ist P einer der Pole, AB der Aequator, die Bahn 
des Punktes ein grösster Kugelkreis J.(7und ändert sich die geographische 




Länge proportional der Zeit t, so soll der durchlaufene Weg und die 
Geschwindigkeit am Ende dieser Zeit bestimmt werden. 

Es sei die Anfangslage des 
beweglichen Punktes, M seine Lage 
zur Zeit t, Q der Schnittpunkt des 
Meridians des Punktes mit dem 
Aequator, N der Schnittpunkt des 
Meridians von M mit dem Aequa- 
tor, AO=^p^ -4§ = g; Winkel 
MAN=^ Ä, OM ^8,QN== at, 
wo a eine Constante; endlich be- 
zeichnen wir mit ß die geographische 
^ Breite iüf ^und mit a das Azimuth 

PMC, Aus dem sphärischen Dreieck AMN leiten wir die Gleichung ab 

. . , . i&n{q + at) 

tan (p 4- s) «» ^i-^2 y 

^^ ' ^ cos -4. ' 

welche zur Bestimmung des durchlaufenen Weges als Function der Zeit 
dienen kann. Durch Differentiation erhalten wir die Geschwindigkeit 
der Bewegung des Punktes m, nämlich: 

- ds a cos' (p + s) a cos A 




dt cos A cos* {q + at) cos* A cos* (q + at) + sin* {q + at) 

Da cos (p-\- s) = cos ß cos (q-\- a t\ so kann der für die Geschwindig- 
keit gefundene Ausdruck in die Form gebracht werden: 

V = -f- . (1) 

cos J. ^ ' 

Diese Formel zeigt, dass die Geschwindigkeit »ich proportional dem 

Quadrate des Cosinus der Breite des Ortes des beweglicfien Punktes ändert. 

Die Breite lässt sich nun als Function der Zeit durch die Formel 

ausdrücken: 

tan ß = tan A sin (q + at). 

Die Richtung der Geschwindigkeit v, d. h. der Tangente an die 
Bahn AC im Punkte M bestimmt sich durch das Azimuth a^ das mit 
der Zeit durch die Gleichung verbunden ist: 

cos a = sin J. cos (q + at). 

Der Cosinus der Breite ß ist der Radius eines Parallelkreises, der 
durch den Punkt M hindurchgeht und deshalb ist, wie Formel (1) zeigt, 
die Gesdiwindigkeit zur Zeit t dem Quadrat des Badius desjenigen Parallel- 
kreises proportional, auf dem der Punkt sich zu dieser Zeit befindet. 
Daraus folgt, dass der Punkt m seine grösste Geschwindigkeit hat, wenn 
er sich auf dem Aequator befindet, d. h. in A oder in dem diametral 
gegenüberliegenden Punkte. 

4. Lehrsatz. Wenn zwei Linien (jp) und (g), die einer 
beliebigen Fläche S angehören, sich continuirlich derart 
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ändern*), dass ihr Schnittpunkt m sich auf einer Linie AB be- 
wegt und zur Zeit t die Geschwindigkeit v hat, so hängt diese 
Geschwindigkeit von zVei andern Geschwindigkeiten ab: von 
der Geschwindigkeit u der Bewegung des Schnittpunktes der 
veränderlichen Linie (q) mit der festen, die Lage der Linie (p) 
zur Zeit t darstellenden Linie, und von der Geschwindigkeit 
w der Bewegung des Schnittpunktes der veränderlichen Linie 
(jp) mit der festen, die Lage von (q) zur Zeit t darstellenden 
Linie, — nämlich: Die Geschwmdigkeit v ist die Diagonale des 
über den Geschwindiglceiten u und w construirten Parallelogramms 
(Fig. 4). 

Beweis. Es mögen MC und MD die Lagen der Linien 
(p) und (q) zur Zeit t darstellen, 31' C und M'D' deren Lage 

zur Zeit t -{- r, M^ den 
Durchschnitt von M'D' 
mit 3IC und M^ den 
Schnittpunkt von MV 
mit MD. Tragen wir 

\ , auf der Sehne MM' die 
..^■*' ^.. MM' 



Fig. 4. 





4'C ^ 




/*-•■.. 


/?' 




/,^ 


'• 
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y^_^____ 


^ ^>' 




, - - • 




-rrr^^^^^^^' a 


^' 



^^ 



Länge Jf/S 



ab. 



auf der Sehne MM^ die 
_ Länge JfSi = —f-' und 

auf der Sehne Jfi Jf' die Länge JfjÄä = — ^ — , und lassen 

wir r abnehmen und gegen Null convergiren. Dabei geht MS 
in die Gerade MT über, welche die Geschwindigkeit v der Be- 
wegung von m auf AB darstellt; die Gerade MS^ geht in die 
Gerade MT^ über, die die Geschwindigkeit u der Bewegung 
des Punktes 31 ^ auf der Linie MC von 31 nach Ü hin dar- 
stellt, und die Gerade M^S.^ geht in eine gewisse Länge MT^ 
über, welche auf der Tangente der Linie MD im Punkt 31 
liegen muss, da die Richtimg M^S^ ^^^^ Zusammenfallen der 
Punkte Ml und M' mit If auf die Tangente der Linie 3IiD' 
in 3/i fällt und die letztere in allen ihren Punkten mit MD 



*) Dabei ändert sich nicht nur die Lage der Linie, sondern auch 
ihre Krümmung in jedem ihrer Punkte. 
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zusammenfällt. Ziehen wir noch die Gerade S^S, so folgt 
aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 318^^8 und MM^M\ dass 

M M* 

8^8 =■ —^ — = M182 und dass 8^8 parallel 3fjil/' ist; also 

sind die Geraden 8^8 und Mi82 gleich und parallel für jedes 
r, und deshalb sind auch die Grenzen T^T und MT^, denen 
sie sich fortwährend nähern, gleich und einander parallel. 
Daraus ergiebt sich: 1) dass das Viereck MT^TT^ ein 
Parallelogramm ist, 2) dass die Geschwindigkeit u oder Ml\ 
der Bewegung des Punktes M^ längs MC bestimmt wird, wenn 
man vom Endpunkt der Geschwindigkeit v die TT^ parallel 
zur Tangente MT^ der Linie MD zieht, bis sie die in M an 
MC gelegte Tangente triflFt. Auf Grund der letzten Folgerung 
aber zeigt es sich, dass die Gerade MT^j welche die Grenzlage 
von M182 darstellt, die Geschwindigkeit w der Bewegung von 
M2 auf MD ist, da sie durch dieselbe Construction wie Jf T^ 
bestimmt wird. 

Also wird die Geschwindigkeit v durch die Diagonale 
MT des Parallelogramms dargestellt, das sich über den die 
Geschwindigkeiten u und w darstellenden Längen MTj^ und 
MT2 als Seiten construiren lässt, was zu beweisen war. 

Die Bewegung des Punktes m auf AB wird betrachtet 
als zusammengesetzt aus der Bewegung von M^ auf MC und 
M2 auf MD, weil sie durch die gleichzeitige Verbindung dieser 
beiden Bewegungen hervorgebracht werden kann, wenn man 
zugleich die Linien (p) und (q) sich in der Zeit r ändern lässt. 
Die Bewegungen auf MC und MD nennt man die Componenten 
der Bewegung auf MB, 

Zwei gleichzeitige gleichförmige Bewegungen von den 
Geschwindigkeiten u und w auf den Geraden Ji" 2\ und MT2 
können als die Componenten einer gleichförmigen Bewegung 
auf MT von der Geschwindigkeit v angesehen werden; denn 
zieht man zu MT^ und MT2 parallele Gerade durch die auf 
diesen Geraden sich bewegenden Punkte, d. h. durch die End- 
punkte der Strecken ut und wt, so schneiden sich dieselben 
auf MT, und der Schnittpunkt bewegt sich gleichförmig mit 
der Geschwindigkeit v, weil die drei Längen ut, wt und vt 
sich proportional den drei Längen itf2\, MT2 und MT ändern. 
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Die Geschwindigkeiten u und w heissen die Componenten 
der Geschwindigkeit v, 

6. Die Geschwindigkeit t; schliesst denPolygonalzugJlfTiT, 
der aus der Geschwindigkeit u und der der Geschwindigkeit w 
gleichen und parallelen Strecke T^T gebildet wird; daher ist 
die Projection von v auf jede Axe x gleich der Summe der 
Projectionen von u und w auf dieselbe Axe, d. h.: 

V cos (vx) = u cos (ux) + w cos (wx) (2) 

für jede Richtung von x. 

Setzen wir der Kürze halber fest, dass geometrische Summe 
mehrerer Strecken u, u, u\ . . . eine solche Strecke genannt 
werden soll, deren Projection auf jede beliebige Axe gleich 
der Summe der Projectionen der Strecken m, Uy u" , , , , auf 
dieselbe Axe ist, und nehmen wir zur Bezeichnung einer solchen 

Summe die von Resal*) vorgeschlagene Bezeichnungsweise an: 

• _ ,^_ • 

Unter dieser Voraussetzung und auf Grund der Gleichung 
(2) kann man nim sagen, dass die Geschwindigkeit v die 
geometrische Summe der Geschwindigkeiten u und w ist, und 
man kann dies so bezeichnen: 

V = u -^ w. (3) 

Die Grade Wj die man zu ti geometrisch hinzufügen muss, 
um V als Summe zu erhalten, heisst die geometrische Differenz 
von V und w, was symbolisch ausgedrückt wird durch: 

w = v — u. 
Das Dreieck MT^M (Fig. 4) giebt die Gleichungen 

t;2 = t|2 _j_ ^2 _|_ 2 UW cos {uw), 

u:w:v = mi {yw) : sin (yu) : sin (uw) 

zur Bestimmung der Grösse und Richtung einer der drei Ge- 
schwindigkeiten u, Vy w, wenn die beiden andern gegeben sind. 

6. Der Punkt m bewege sich in der Ebene und sei auf 
zwei in der Ebene gelegene feste Axen Ox und Oy bezogen; 
X und y seien seine geradlinigen Coordinaten bezüglich dieser 



'') Eesal, Trait^ de Cin^matiqne pure, page 18. 




- 11 — 

Axen (Fig. 5). Der Ort M des Punktes m zur Zeit t ist der 
Schnittpunkt der Geraden QM und PM, die den Axen Ox und 

Oy parallel sind. Diese Geraden 
bewegen sich mit m zugleich und 
nehmen zur Zeit t ^ x die Lagen 
M'Q' und MP an, welche die 
ursprünglichen Lagen resp. in den 
Punkten My^ und M^ schneiden. 
Auf Grund des in §. 4. bewiesenen 
Lehrsatzes ist v zusammengesetzt 
aus der Geschwindigkeit der gerad- 
•X linigen Bewegung von M^ auf einer 
zur Axe Ox parallelen Geraden 
und der Geschwindigkeit der geradlinigen Bewegung von M^ 
auf einer zu Oy parallelen Geraden. Die erste dieser Ge- 

schwindigkeitscomponenten ist + -j* oder — ■^; je nachdem 

die Abscisse x wächst oder abnimmt bei zunehmendem t Die 

zweite Geschwindigkeitscomponente ist + ^. Jedenfalls kann 

man die Derivirten der Coordinaten nach der Zeit: x = ^, 

y = -^ als Coordinaten des Endpunktes T der die Geschwin- 
digkeit V darstellenden Geraden MT ansehen, in Bezug auf 
Axen, die ihren Ursprung in M haben, den Axen Ox und Oy 
parallel und mit ihnen gleichgerichtet sind. Allgemein hat man : 

t? = a;' + y. 
Im Falle rechtwinkliger Axen ist: 

X =^v cos ipx), y =v cos {vy)j v^ = x^ + j/'^. 

Zur Bestimmung der Grösse und Richtung der Geschwindig- 
keit V muss man die Functionen der Zeit kennen, welche x 
und y ausdrücken. 

Der Hodograph der Geschwindigkeit Man kann die Deri- 
virten der Coordinaten nach der Zeit, x und y\ als Coordinaten 
bezüglich der Axen Ox und Oy eines Punktes ^l betrachten, 
der sich am Endpunkt einer der Geschwindigkeit v gleichen, 
parallelen und gleichgerichteten Geraden O^l befindet. Zugleich 
mit m wird sich auch ^l bewegen. Die Bahn dieses letzteren 
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Punktes ist von Hamilton Hodogra/ph der Geschwindigkeit ge- 
nannt worden. Ist der Hodograph bekannt, so bestimmt sich 
die Geschwindigkeit in einem gegebenen Punkte M folgender- 
massen. Man l«gt in diesem Punkte die Tangente an die Bahn 
des Punktes m, nach der Seite hin, wohin dieser Punkt sich 
bewegt; dann zieht man durch den Anfangspunkt eine ihr 
parallele und gleichgerichtete Gerade 0^\ man bestimmt den 
Schnittpunkt ft dieser zweiten Geraden mit dem Hodographen 
und trägt endlich auf der ersteren eine der 0/it gleiche und 

gleichgerichtete Strecke MT ab. 

Beispiele: 1) Es sei 

X = at, y = ^gt\ (a) 

Die Bewegung, bei der die Coordinaten des beweglichen Punktes 
durch diese Functionen der Zeit dargestellt werden, ist zusammengesetzt 
aus einer gleichförmigen, der Axe Ox parallelen von der Geschwindigkeit 
a und aus einer gleichmässig beschleunigten, der Axe Oy parallelen, 
bei der die in der Einheit der Zeit erlangte Geschwindigkeit g ist. Eine 
derartige Bewegung würde, wie Galilei fand, ein unter beliebiger Neigung 
gegen den Horizont geworfener Körper haben, wenn die Luft nicht wäre. 

Aus Gleichung (a) leiten wir die Geschwindigkeitscomponenten ab: 

X == a, y =^ gt = - X. 

Die erste ist constant, die zweite ist der Zeit oder der Abscisse x 
proportional. — Die Gleichung x = a, welche die Zeit t nicht enthält, 

ist die Gleichung des Hodographen. Sie ge- 
hört einer der Axe Oy parallelen Geraden 
an (Fig. 6). Aus der gegebenen Lage M des 
beweglichen Punktes m bestimmt sich die Lage 
des Punktes fi folgendermassen : Bestimmen 
wir den Punkt C durch die Coordinaten a 
und ^, ziehen wir die Gerade OC bis zum 
Durchschnitt mit der OrdinatePikT von iH und 
aus dem Schnittpunkt Q eine Parallele zur 
Axe Ox bis zum Durchschnitt mit der Ordi- 
nate ÄG von C\ der Schnittpunkt ist, wie 
leicht zu sehen, der Punkt ft, und die Gerade 
AC ist der Hodograph. Die Geschwindig- 
jy keit V stellt sich als eine der Oft gleiche 
und parallele Gerade OT dar. 
Eliminirt man t aus den Gleichungen (a), so ergibt sich die Gleichung 
der Bahn 

2a^y = gx^. 

Diese Gleichung zeigt, dass die Bahn des Punktes m eine Parabel 
ist, die im Punkte die Axe Ox berührt. 



Fig. 6. 




— 13 — 



Vig. 7. 



2) Die GeschwiDdigkeit der elliptiRchen Bewegung eines Planeten 
auf Grund der Kepler'schen Gesetze zu be&timmen. 

Nach den von Kepler gefundenen Gesetzen bewegt sich der als 
Punkt zu betrachtende Planet derart auf einer p]llipse, dass die von dem 

RadiuBvector des Planeten 

Y beschriebenen Flächenräume 

^ _ den entsprechenden Zeiten 

proportional sind , wenn 
die Radienvectoren aus dem 
Brennpunkt gezogen werden, 
in welchem sich die Sonne 
befindet. Es sei (Fig. 7) O 
der Ort der Sonne, M der 
Ort des Planeten zur Zeit f, 
2 a die grosse Axe der Pla- 
netenbahn, e das Verhältniss 
der Excentricität zur halben 
grossen Axe, p der halbe 
Parameter, r der Radius- 
vector M und qp der Win- 
kel MOP, welchen der Radiusvector r mit derjenigen Richtung der grossen 
Axe bildet, die durch den der Sonne nächsten, Perihel genannten, 
Scheitel P geht. Die Gleichung der Bahn in Polarcoordinaten ist dann: 

r = r-T-^ . (a) 

1 -\- € COS (p 

Das Differential der Sectorenfläche MOP ist ^r'dqp, und nach dem 
zweiten Kepler' sehen Gesetze muss sein Verhältniss zu dt gleich einer 
gewissen constanten Grösse c sein, d. h.: 

,d(p 




\r' 



dt 



c. 



(b) 



Bezeichnet man mit x und y die Coordinaten des Planeten Jf in Bezug 
auf rechtwinklige Axen Ox und Oy (diese so genommen, dass die Axe 
der positiven x durch das Perihel P geht), so hat man aus Gleichung (a) : 

p cos <p « 



o; = r cos q> = 



2/ = r sm qp 



1 -\-.e cos (p ' 
p sing) 



l-\- e cos tp 
Nimmt man die Derivirten dieser Ausdrücke nach t und beachtet, 



dasfi, wie Gleichung (b) ergiebt, 

2c . 

x == sm Qp , 

p 



d(p 2c 
"dt "" 



.2» 



2c 



so findet man: 



2/'= — (cosqp + 6), 



(c) 



und hieraus folgt durch Elimination des Winkels <p: 

2ce> 
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als Gleichung des Hodographen. Dieselbe zeigt, dass der Hodograph der 

2c 
Planetenbewegung ein Kreis vom Radius — ist, dessen Mittelpunkt G sich 

2ce 
auf der Axe Oy in der Entfernung OC = — von- befindet. 

Jr 

2c6 2 c 
Da < — ,80 schneidet der Hodograph die grosse Axe A P, Um 

Jr Jr 

die Geschwindigkeit im Punkte M zu bestimmen, zieht man in diesem 

Punkte die Tangente an die Planetenbahn und parallel dazu 0(i bis 

zum Durchschnitt mit dem Hodographen; dann macht man MT = 0(i. 

Die Formeln (c) liefern: 

/ 4 c* f 1 

tj2 -_ /p'2 _j_ y'2 __ — _. j 1 -[- 2e cos qp + e* j, 

aus Gleichung (a) aber hat man: 



P 
e cosqp ==- — 1, 



also: 

V' 

oder: 



>3 

P 



^{2p 

i2 



.. _ i£" (1 _ i). 

p \r 2 a/ 



Dieser Ausdruck zeigt, dass die Geschwindigkeit am grössten ist, 
wenn der Radiusvector am kleinsten ist, d. h. im Perihelium, und am 
kleinsten, wenn der Radiusvector am grössten ist, d. h. im Aphelium. 
Auf dem Hodographen sind diese beiden Geschwindigkeiten durch die 
Längen 

OD Jl—OB^ ^"^ 



a (1 — ey a{l + e) 

dargestellt. 

7. Angenommen, der in der Ebene bewegliche Punkt m 

sei durch Polarcoordinaten bestimmt: durch den Radiusvector 

Fig. 8. r und den Winkel g?, welchen der 

Radiusvector mit einer festen Axe 
Ox büdet (Fig. 8). Der Ort des 
Punktes m zur Zeit t ist der Schnitt- 
punkt einer durch unter dem 
Winkel g? gezogenen Geraden mit 
einem Kreise vom Radius r, dessen 
Mittelpunkt in ist. Diese beiden Linien ändern sich bei 
der Bewegung des Punktes m, und zur Zeit t ^ r durch- 
schneiden sie sich mit den ihre Lage zur Zeit t darstellenden 
Linien in M^ und M2] daher ist die Geschwindigkeit v zu- 
sammengesetzt aus der Geschwindigkeit der Bewegung des 
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Punktes M^ auf dem ßadiusvector OM und aus der Ge- 
schwindigkeit der Bewegung des Punktes M2 auf der Peripherie 
des aus als Centrum mit dem Radius 031 beschriebenen 
Kreises. Die erste Geschwindigkeitscomponente ist gleich der 

Grenze, der sich das Verhältniss nähert, wenn t gegen 

Null convergirt. Diese Grenze ist + -7^ oder — 7*> j® nach- 
dem r, bei zunehmendem t, wächst oder abnimmt. Die zweite 
Geschwindigkeitscomponente ist die Grenze des Verhältnisses 

j welche auf + ^ ^ oder — r , J führt, je nachdem 9 bei 

zunehmendem t wächst oder abnimmt. Es ist leicht zu sehen, 
dass man in jedem Falle hat: 

V cos (vr) = j- und v sin (vr) = r -tt , (a) 

wo (vr) den Winkel iiOM bezeichnet, welchen die Richtung 
des Radiusvectors Oin des Hodographen mit dem entsprechen- 
den Radiusvector der Bahn des Punktes m macht und der 
von 0^ bis 360^ in demselben Sinne wie der Winkel g? ge- 
rechnet wird. Zur Bestimmung der Grösse der Geschwindig- 
keit hat man die Gleichung: 

•■ - a' + -• (sr- w 

Beispiel: Auf welcher Linie muss der Punkt m sich bewegen, damit 
die Geschwindigkeitscomponenten (a) constant seien? 

Bezeichnet man diese constanten Geschwindigkeiten mit a and b, so ist: 

dr dw , 

daraus folgt: 

dr a , 

_ = -dv 

and wenn man integrirt: 

log ^ = f (9 - 9o), 

WO r^ und tp^ die Coordinaten des Punktes für < == sind. Man kann 
diese Gleichung in der Form schreiben: 

r = roC^ ; 

sie stellt die sogenannte logarithmische Spirale dar. Da nach Gleichung (a) 

tan (t?r) == -, 
a 
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so bildet die Richtung der Geschwindigkeit v oder der Tangente einen 
Constanten Winkel mit dem Radiitsvector des Berührungspunktes. 

8. Als Beispiel der Bestimmung der Geschwindigkeit, 
wenn der TPunkt sich auf einer krummen Fläche bewegt, 
wollen wir den Fall betrachten, wenn der Punkt m (wie im 
dritten Beispiel des dritten Paragraphen) sich auf einer Kugel 
vom Radius Eins bewegt, welche die Erde repräsentirt; die 
Lage des Punktes ist dann durch die Breite ß und die Länge A 
bestimmt. Wenn sich zur Zeit der Bewegung diese Coordinaten 
beide ändern, so ist die Geschwindigkeit der Bewegung v zu- 
sammengesetzt aus der Geschwindigkeit der Bewegung auf 

dem Meridian, welche + -^ oder — -~ ist, je nachdem die 

Breite wächst oder abnimmt, und der Geschwindigkeit der 
Bewegung auf einem Parallelkreise, welche, wie leicht zu sehen, 

+ jT cos ß oder — ji cos ß ist, je nachdem die Länge A zu- 

oder abnimmt. Bezeichnet man mit a das Azimuth der Ge- 
schwindigkeit V, d. h. den Winkel, welchen die Richtung von 
V mit der Tangente an den Meridian bildet (diese Tangente 
nach der Seite hin gerichtet, nach welcher die Breite zunimmt), 
so hat man: 

V cos a = -^-r und v sina = ^ cos ß, (a) 

»■-(fr +©■-■/'• 

Benutzen wir nun diese Formeln zur Lösung der Aufgabe: 

Auf welcher Curve muss ein Punkt sich bewegen^ wenn seine Geschwindig- 
keitscomponenten (a) constant sein sollen? 
Setzen wir 

g = a,|icosp = 6. (b) 



Nach Gleichung (a) ist: 



tan a = - ; 



folglich ist das Azimuth der Tangente in jedem Punkte der gesuchten 
Curve constant. Diese Eigenschaft hat die Bahn eines Schiffes, welches 
immer unter demselben Windstriche segelt. 
Aus den Gleichungen (b) folgt: 

— ^ = cota . dX, 
cos p 
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Integrirt man und bezeichnet mit (3o und X^ die Breite und Länge der 
Anfangslage des beweglichen Punktes, so erhält man: 



log 



tan 






(X — Xq) cot a , 



oder: 



tan(4P + |) = tan(iP, + |) 



{X — Xq) cot a 



Fig. 9. 



Die Curve, welche diese Gleichung hat, heisst L'oxodrome. 

9, Betrachten wir noch den Fall, wo der Punkt m sich 

im Räume bewegt und durch drei geradlinige Coordinaten x, , 

y, bezüglich der Axen Ox, Oy, Oz bestimmt ist (Fig. 9). 

M sei die Lage von m zur Zeit ^; Ma^ Mß, My seien 

drei den Coordinatenaxen parallele Gerade; M' die Lage von m 

zur Zeit t -{' z] A, B, C die 
Schnittpunkte derGeraden Ma, 
Mß, My mit drei durch M ge- 
legten, denCoordinatenebenen 
parallelen Ebenen, und M^ der 
Schnittpunkt der Ebene ßMy 
mit einer durch M' parallel 
derAxe Oic gezogenen Geraden. 
Während der Zeit r setzt sich 
die Bewegung des Punktes m 
zusammen aus der Bewegung 
des Punktes A auf Ma und der Bewegung von M.^ in der 
Ebene ßMy auf einer gewissen Linie MM^^ daher ist auch 
die Geschwindigkeit der erstem Bewegung aus der Geschwin- 
digkeit der Bewegung von A und der von M^ zusammen- 
gesetzt; die letztere aber resultirt aus den Geschwindigkeiten 
der Bewegungen der Punkte B und C auf den Geraden Mß 
und My\ also ist die Geschwindigkeit v = MT der Be- 
wegung des Punktes m aus den drei Geschwindigkeiten zu- 
sammengesetzt, welche die Punkte Aj B, C bei ihren Bewegungen 
auf drei den Coordinatenaxen parallelen Geraden haben. Wie 

leicht zu sehen, ist die erste Geschwindigkeitscomponente -|- -tt 
oder — ^; J® nachdem sich der Punkt A bezüglich der Ebene 

Somoff, Mechanik. I. 2. 
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ßMy auf der Seite befindet, wohin x wächst, oder auf der, 
wohin X abnimmt. Die zweite Geschwindigkeitscomponente 

ist + -^ und die dritte + 37 . Ueberhaupt sind die Derivirten 

der Coordinaten: 

/ dx , dy f dz 

^ ~ ~dt' y ~ Tt' ^ ~ It 

die Coordinaten des Endpunktes T der Geschwindigkeit Vy be- 
züglich der Axen Ma, Mß, My, und auch die Coordinaten 
bezüglich der Axen Ox, Oy, O0 des Punktes ft, welcher den 
Hodographen beschreibt. 

Im Falle rechtwinkliger Axen hat man: 

X =^ V cos (vx)j y = V cos (vy), / = v cos (vz), 
und 

t;2 == x''^ + 2/'^ + /^. 

Beispiel. Die Bewegung zu untersuchen, bei welcher die Coordinaten 
des beweglichen Punktes durch die Functionen ausgedrückt werden: 

X = cc cos (Jet) 4" «' sin (Jet) 

2/ = ß cos (Jet) + ß' sin (Jet) . (a) 

z = y cos (Jet) -\- y sin (Jet) , 

wo a, |3, y, a', |3', y' und Je Constante sind. Jedesmal, wenn die Zeit 

2n 
einen Zuwachs T = -r- erhält, wächst die Grösse Jet um 2ä, und sin (ä;^» 

cos (Ä;<) und folglich auch x, y^ z kehren zu ihren früheren Werthen 
zurück, d. h. der bewegliche Punkt kehrt auf seinen früheren Platz zurück. 

Eine derartige Bewegung heisst periodisch. Die sehr kleinen schwin- 
genden Bewegungen der Theilchen eines elastischen wägbaren Körpers 
oder des Aethers bestehn aus einer endlichen oder unendlichen Anzahl 
von Bewegungen, bei denen die Coordinaten sich in Functionen von der 
Form (a) ausdrücken. 

Aus den Gleichungen (a) leiten sich die Projectionen der Geschwin- 
digkeit V auf die Coordinatenaxen, oder die Coordinaten des den Hodo- 
graphen beschreibenden Punktes fi ab, nämlich: 

x' = [a cos (Jet) — cc sin (Jet)] Je 

y' = \ß' cos (Jet) — ß sin {kt)] Je (b) 

z = [y cos (Jet) — y sin (Jet)] Je. 

Bezeichnet man mit A^ B, C die Determinanten zweiten Grades 

ßy' __ y^\ yu' — «/, uß' — ß Oc\ 

so folgt aus den Gleichungen (a) und (b): 

Äx + By + Cz:=0 , 

Ax + By + Gz = 0, ^^^ 
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d. h. der Punkt m und der den Hodographen beschreibende Punkt fi 
bewegen sich in einer und derselben durch den Anfangspunkt gehenden 
Ebene. Nach einer Eigenschaft der Determinanten hat man femer: 

Äa+ Bß+ Cy =^ 0, Äa +5(3' + Cy = 0; 

dies zeigt, dass die Coordinaten der Punkte Ä (a, ß^ y) und B (a\ ß', y) 
den Gleichungen (c) genügen; man kann daher die Lage der Ebene (c) 
durch die Bedingung bestimmen, dass sie durch den Coordinatenanfang 
und durch die Punkte A und B gehen soll. Der Punkt A ist die Anfangs- 
lage des Punktes m, denn für < = hat man: 

Zieht man einen Radiusvector OB (Fig. 10) und trägt auf ihm 
eine Länge OA' = OB. k sib^ so erhält man einen Punkt A\ der die 

Anfangslage des den Hodographen 
beschreibenden Punktes fi ist; denn 
die Coordinaten ka\ kß>, ky des 
Punktes Ä sind die Werthe von 
x\ y\ z für ^ = 0. 

Durch Elimination von %m(]ct) und 
cos {kt) aus den Gleichungen (a) er- 
hält man die Gleichungen der Pro- 
jectionen der Bahn des Punktes m 
auf die Coordinatenebenen 

{yx— azy-\-{y X- a zY =^B'' (d) 
{ay^ßxY-\-lay—ß'xY=C\ 

Dies sind im allgemeinen die 
Gleichungen von drei Ellipsen, die 
ihren Mittelpunkt im Coordinatenanfang haben; da also die Bahn ei^e 
ebene Curve ist, die zur Projection auf eine der Coordinatenebenen eine 
Ellipse hat, so ist sie selbst eine Ellipse. Der Coordinatenanfang ist 
der Mittelpunkt derselben. Die Geraden OA und OB sind zwei conjugirte 
Halbmesser der Ellipse; denn die Coordinaten der Punkte A und B er- 
füllen, wie leicht zu sehen, die Gleichungen (<?), und die Gerade OB 
welche durch die Anfangslage Ä des den Hodographen beschreibenden 
Punktes f* geht, ist parallel der Anfangsgeschwindigkeit', deren Richtung 
in die Tangente der Bahn im Punkte A fällt; und diese Eigenschaft hat 
der zu dem nach dem Berührungspunkte gezogenen Halbmesser OA 
conjugirte Halbmesser. 

Nimmt man OA und OB als Axen eines neuen Coordinatensystems 
der I, 71 und setzt J. = a, 05 = &, so hat man als Gleichung der Bahn : 




n 



— 4- — = 1 



(e) 



Durch Elimination von sin (Jet) und cos (Jd) aus den Gleichungen 
(&) erhält man die Gleichungen der Projectionen des Hodographen auf 
die Coordinatenebenen: 

2* 
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{ßz - yyy + {^z - yy)2 = A^li^ 
{yx — az'Y + (yV - aV)^ = JSU^ 

welche drei den drei Ellipsen {d) ähnliche und mit ihnen ähnlich ge- 
legene Ellipsen darstellen; also ist der Hodograph eine der p]llipse (c) 
ähnliche und ähnlich gelegene Ellipse und ihre Gleichung: 

-2 + 5-2 = Ä;». 

Da der ßadiusvector des Hodographen 0/li der Tangente an die 
Ellipse (e) im Punkte m (|,?j) parallel ist, so hat er die Richtung eines 
Durchmessers, der zu dem durch den Punkt m gehenden Durchmesser 
conjugirt ist. Folglich bestimmt sich die Geschwindigkeit v für eine 
gegebene Lage des Punktes m folgendermassen. Man zieht Om und 
sucht auf die bekannte Weise denjenigen dazu conjugirten Halbmesser, 
welcher nach der Seite der Bewegung des Punktes m hin gerichtet ist; 
auf letzterem trägt man die Länge O^i = Om.k ab und zieht die dieser 
gleiche, parallele und nach derselben Seite hin gerichtete Länge mT; 
dieselbe stellt die Geschwindigkeit v dar. 

Aus den Gleichungen (a) und (6) lässt sich für die Geschwindigkeit 
leicht der Ausdruck ableiten: 



v^kV a^ + h^ -r^ 

wo r = Om. Dieser Ausdruck folgt auch aus der bekannten Eigenschaft 
der Ellipse, dass die Quadratsumme der conjugirten Halbmesser gleich 
der Quadratsumme der Halbaxen ist. 

Li dem speciellen Falle, wenn die Determinanten Ä, B, C Null 
werden, liegen die Punkte 

A («, ß, Y), A- («', p-, /) 

auf einer durch den Coordinatenanfang gehenden Geraden; dann führen 
die Gleichungen (d) auf folgende: 

ßz — 72/== 0, yx — a;Sf = 0, ay — ßx = 0, 

welche eine durch den Coordinatenanfang gehende Gerade darstellen; 
also ist in diesem Falle die Bahn die Gerade 0A\ dieselbe stellt auch 
den Hodographen dar. 

10. Auf den Lehrsatz des Paragraphen 4. über die Zu- 
sammensetzung der Geschwindigkeiten gründet sich die Methode 
ßobervals für die Construction der Tangente an eine Curve in 
einem gegebenen Punkte. Das Wesen dieser Methode besteht 
in der Bestimmung der Winkel, welche die Tangente der ge- 
gebenen Curve mit den Tangenten jener sich ändernden Linien 
(jp) un(J (cj) bildet, durch deren Durchschnitt sich die Lage 
des die gegebene Curve beschreibenden Punktes M (Fig. 4) 
bestimmt; dabei wird das Verhältniss zwischen den Geschwin- 
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digkeiten der Bewegungen der Punkte M^ und M2 als bekannt 
vorausgesetzt. 

Das Verhältniss der Sinus dieser Winkel 



w 
u 



(a) 



8in(t?t*) 
Bin{vw) 

hängt nicht von dem Gesetze der Bewegung des Punktes M auf 
der gegebenen Curve ab und kann aus den geometrischen Eigen- 
schaften der Curve oder aus ihren Gleichungen abgeleitet werden. 
Beispiele: 1) Ist die Curve eben und ist f{x,y) = ihre Gleichung 
in geradlinigen Coordinaten x und y, bezeichnen femer J, ij die Coor- 
dinaten eines beliebigen Punktes auf der Tangente der Curve im Punkte (x,y)j 
so hat man nach Gleichung (a): 

rj — y 8in(«;a;) y dy 

dx' 



X 



i — X sin (Vi/) 
Differentiirt man die Gleichung der Curve, so folgt: 

df 



■^dx-\- ^dy 

cx cy 



0; 



eliminirt man hieraus vermittelst der vorstehenden Proportion dx und 
dy^ so erhält man die Gleichung der Tangente: 

2) Es sei /*(r, qp) = als Gleichung der Curve in Polarcoordinaten 
r und qp gegeben. In diesem Falle geht das Verhältniss (a) über in: 

df 



tan(t;r) = -^^ = - 



dr 



sf- 

dtp 



Z. B. für die Archimedische Spirale ist r = aqp und 

T 

tan(vr) = -. 




Man kann daher die Tangente in einem 
gegebenen Punkte M folgendermassen con- 
struiren. Man errichtet im Pol (Fig. 11) 
eine Senkrechte ON auf dem Badiusvector 
OM, macht dieselbe gleich der constanten 
Strecke a, zieht NM und senkrecht dazu 

X MT'^ die Gerade MN ist die Normale und 
MT die Tangente. Die Eigenthümlichkeit 
dieser Tangente besteht darin, dass die 
Strecke OiV, welche man Subnormale nennt, 
constant ist. 

• 3) Tangente an die durch Rollen des 
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Kreises BMBE (Fig. 12) auf der Graden AÄ erzeugte Cykloide AMA\ 
Die Lage des die Cykloide erzeugenden Punktes ilf bestimmt sich als Durch- 
schnitt der Kreisperipherie BMDE 
mit der zur Grundlinie AÄ parallelen 
Geraden ME\ die Geschwindigkeit 
MT der Bewegung auf der Cykloide 
ist daher zusammengesetzt aus der 
A' Geschwindigkeit MT^ der Bewegung 
auf dem Kreise MJDEB und der 
Geschwindigkeit^ Tj auf der Geraden 
^ M X 3IE. Diese Geschwindigkeitscom- 

ponenten sind einander gleich ; denn nach einer Eigenschaft der Cykloide 
w'ächst die Länge AB um ebensoviel wie der Bogen B3f, und folglich 
bewegt sich auch der Punkt M um ebensoviel parallel der Geraden AA' 
vorwärts. Also ist das Geschwindigkeitspärallelogramm T^MT^T ein 
Rhombus und der Winkel TMT^ gleich dem Winkel TMT^, Infolge 
dieser Eigenschaft trifft die Tangente M T den Endpunkt B des 
Durchmessers, der durch den Punkt B geht, in welchem der erzeugende 
Kreis die Gerade AA' berührt; denn die Winkel BMT^ und DME 
werden durch die Hälften der einander gleichen Bogen DM und DE 
gemessen. 

4) Wenn eine Curve im Räume als Durchschnitt zweier Flächen 
bestimmt ist, deren Gleichungen in geradlinigen Coordinaten sind: 

/"(«»y,^) = 0» F{x,y,z) = 0, (a) 

und wenn |, i?, f die Coordinaten eines beliebigen Punktes der im Punkte 
x,y^z an die Curve gelegten Tangente sind, so müssen die Differenzen 
I — x^ n — y^ t — z den Projectionen der Geschwindigkeit v auf die 
Azen proportional sein; man kann daher die Gleichung der Tangente 
in der Form darstellen: 



6 



X 



dx 



dy 



oder 



-dt-'^^y'dt 



^ — X n — y 



dx 



Die Gleichungen (a) geben aber: 



df 



df 



df 



dy 



dF 



= f ■ 

dz 
dF 



Z : ^T 



dz 
dt 



(b) 



dF 



r, dx + ^ dy -\- 5- dz = 0, ,.— dx + -0^ dy + ^ dz = 0, 

dx ^ cy dz dx dy dz ' 

woraus man durch Elimination von dx, dy, dz vermittelst der Gleichungen 
(b) als Gleichungen der Tangente erhält: 



dF .^ s,8F, 
-di (^ - ^) + äP" ^^ 



2/) + |f(i- «) = <>• 
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11. Ist V die Geschwindigkeit der Bewegung zur Zeit t 
und s der in dieser Zeit zurückgelegte Weg, so hat man nach 
dem im Paragraph 3, Bewiesenen 

ds 

dt-''' 

also 

t 

/■» 

'dt 



=y; 





So erhalten wir, wenn die Geschwindigkeit v als Function 
der Zeit ausgedrückt ist, durch Integration dieser Function den 
Weg, welchen der Punkt in einer gegebenen Zeit zurücklegt. 

Zur Darstellung der Geschwindigkeit als Function der 
Zeit dient, wenn Functionen, die die Coordinaten darstellen, 
gegeben sind, der Satz von der Zusammensetzung der Ge- 
schwindigkeiten. 

Zuweilen wird des bequemeren Integrirens wegen die 
Zeit t durch eine andre Variable ersetzt, als deren Function 
die Zeit dargestellt ist. Es sei etwa t = ^(a), so ist 



a 

ds 
da 



a 

= V . (p\cc) und s = f vq) {a)day 



wo «0 der Werth von «für ^ = ist. So ist der Weg s als 
Function von a ausgedrückt. Eliminirt man dann a mit Hilfe 
der Gleichung t = 9>(a); so erhält man eine Gleichung zwischen 
s und t 

Bezeichnet nun a eine der Coordinaten, so ist s als 
Function dieser Coordinate ausgedrückt und ein solcher 'Aus- 
druck hängt nicht von dem Gesetze, nach dem der Punkt sich 
bewegt, ab. 

Als Beispiele empfehlen wir, den in der Zeit t durch- 
laufenen Weg bei den in den vorangehenden Paragraphen be- 
trachteten Bewegungen zu berechnen. 

Das Differential des Weges s 

ds = vdt 

stellt sich als unendlich kleine Strecke dar, die auf der 
Richtung der Geschwindigkeit v aufgetragen ist, und repräsen- 
tirt einen Weg, der mit dieser Geschwindigkeit in der unendlich 
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kleinen Zeit dt gleichförmig durchlaufen ist. Man kann das- 
selbe als den unendlich kleinen Zuwachs /ds des Weges be- 
trachten, wobei ein unendlich kleiner Theil höherer Ordnung 
vernachlässigt wird; denn es ist allgemein 

/ds = rfs + f, 

wo a eine bezüglich ^s unendlich kleine Grösse ist. 

Wenn die Geschwindigkeit v zusammengesetzt ist aus 
den Geschwindigkeiten u und w der Bewegungen auf den 
durch ihren Durchschnitt den beweglichen Punkt bestimmen- 
den Linien (p) und (g) (§. 4.), so stellen iidt und wdt, auf 
den Richtungen von u und w aufgetragen, die Differentiale 
zweier auf denjenigen Linien gelegenen Bogen s^ und s^ dar, 
welche die Lagen von (jp) und {q) zur Zeit t darstellen. In- 
folge der Proportionen 

ds : ds^ : ds<^ *= V : u : w 

ist das Differential ds immer die Diagonale eines über den 
Differentialen ds^ und ds2 errichteten Parallelogramms. 

Das Product der Geschwindigkeit v in die unendlich 
kleine Zeit df^, oder die Grösse rfs, heisst gewöhnlich die unendlich 
kleine Verschiebung des Punktes; man kann daher sagen, dass 
die unendlich Meine Verschiebung ds auf der gegebenen Curve das 
Resultat der Zusammensetzung oder die geometrische Summe der 
unendlich Meinen Verschiebungen auf den Curven (p) und (q) ist 

Dieser Satz kann, statt des Satzes über die Zusammen- 
setzung der Geschwindigkeiten, zur Untersuchung der Eigen- 
schaften der Curven und der geometrischen Bewegungen nach 
der Methode des unendlich Kleinen dienen.*) 



*) Schell: Theorie der Bewegung und der Kräfte. 2. Th., II. Cap., 
pag. 113 u. ff. 
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IL Oapitel. 

Gerade Strecken, welche ihre Länge und Lage mit der Zeit stetig 
ändern; ihre geometrischen Derivirten verschiedener Ordnungen. — 
Beschleunigungen verschiedener Ordnungen bei der Bewegung eines 

Punktes. 

12. Setzen wir fest, dass jede gerade Strecke, die ihre 
Länge und Richtung oder nur ihre Länge oder nur ihre 
Richtung stetig mit der Zeit ändert, ei'tie geometrische Function 
der Zeit heissen soll. 

Nennen wir ferner zwei geometrische Functionen u, und 
u geometrisch gleich^ wenn sie gleiche Länge und einerlei 
Richtung haben, d. h, wenn sie in einer Geraden oder einander 
parallel liegen und gleich und von demselben Sinne sind. 
Eine derartige Gleichheit wollen wir schreiben 

u = w , 

indem wir über jede Seite der Gleichung einen Horizontal- 
strich setzen. 

Zwei geometrische Functionen von gleicher Länge, aber 
entgegengesetztem Sinne, die in einer Geraden liegen oder 
parallel sind, werden wir geometrisch entgegengesetzt nennen. 

Ist eine von ihnen mit u bezeichnet, so werden wir die andre 

mit — u bezeichnen. 

Die Art und Weise, wie sich die Länge und Richtung 
einer geometrischen Function ändert, hängt von der Bewegung 
ihres Anfangs- und ihres Endpunktes ab. 

Die geometrische Function u mit beweglichem Anfangs- 
punkt lässt sich durch eine Function mit festem Anfangspunkt 
ersetzen, wenn man aus einem beliebigen festen Punkte 

eine ihr geometrisch gleiche Strecke OA zieht und die Be- 

wegung des Punktes A der Bedingung unterwirft, dass OA 
während der ganzen Zeit der Bewegung der gegebenen Function 

u geometrisch gleich bleiben soll. 

Die Geschwindigkeit der Bewegung des Punktes A hat 
Resal vorgeschlagen, die geometrisclie derivirte Function erster 

Ordnung der Function OA oder der ihr gleichen u zu nennen. 
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die auf den Richtungen der partiellen Derivirten -jr und &u 

aufzutragen sind. 

Das erstere nennen wir Differential nach der Länge, das 
zweite Differential nach der Richtung, und die Grösse 0dt 

Winkeldifferential oder Winkelverschiebung der Function u. 

14. Ist V die Geschwindigkeit der Bewegung des Punktes 

m zur Zeit t, so nennt man die geometrische Derivirte v^ von 

V die Bescfileunigung erster Ordnung der Bewegung von m, 

Ueberhaupt nennt man die geometrische Derivirte Vn von v 

die Beschleunigung w'^ Ordnung bei der Bewegung des Punktes m. 

Als Anfangspunkt der Beschleunigung, sowie auch als 

Anfangspunkt der Geschwindigkeit v nimmt man den Punkt 
m an. 

Die Derivirte der Geschwindigkeit nach der Länge 

-^ = v^ cos (v^v) 

nennt man Beschleunigung in der Richtung der Geschwindigkeit 
oder in der Richtung der Tangente, der Bahn, oder auch Tan- 
gentiaTbeschleunigimgJ^) Das Winkeldifferential der Geschwin- 
digkeit &dt ist nichts andres, als der Contingenzwinkel der 
Bahn im Punkte m. Sein Verhältniss zu dem durchlaufenen 

Wege ds, d. h. -j- = — ist die erste Krümmung der Bahn im 

Punkte m] bezeichnet man also mit q den Radius der ersten 

Krümmung, so hat man — = — ; folglich S = — und daher 

@v = — , d. h. die geometrische Derivirte der Geschwindigkeit 

nach der Richtung ist gleich dem Quadrate der Geschwindig- 
keit, getheilt durch den Radius der ersten Krümmung.**) 
Ihre Richtung fallt mit der des Krümmungsradius q zusammen, 
welcher in die erste Hauptnormale fällt. In der That, wenn 

*) Duhamel j Cours de mdcanique rätionnelle, Livre II, fin du chap. 1. 

**) Der Verfasser bedient sich der Benennungen Radius der 1. und 
2. Krümmung, Ebene der 1. Krümmung, 1. und 2. Hauptnormale statt der 
gebräuchlicheren Ausdrücke: Krümmuugsradius , Torsions- oder Schmie- 
gungsradius, Schmiegungsebene, Hauptnormale und Binormale. 

Anm. d. üebersetzers. 
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Oft eine der • Geschwindigkeit v geometrisch gleiche Strecke 
ist, die von dem festen Anfangspunkt ausgeht, so wird die 
Bahn des Punktes [i zum Hodographen der Geschwindigkeit 

v^ nun ist aber die Geschwindigkeit des Punktes ft die Be- 
schleunigung erster Ordnung v^, und die durch Oft und diese 
Geschwindigkeit hindurchgehende . Ebene ist der Ebene der 
ersten Krümmung, die man auch Schmiegungsebene nennt, 
parallel; denn sie ist die Grenzlage, der sich die Ebene zweier 
unendlich nahen ßadienvectoren Oft nähert, die zwei benach- 
barten Tangenten der Bahn des Punktes m parallel sind. 

Folglich ist die durch die Geschwindigkeit v und die nach dem 
Punkte m verlegte Beschleunigung v^ gelmide Ebene die Krüm- 

mungsebene, und die Länge Gv = — , die sich in dieser Ebene 

befindet und zu v senkrecht ist, muss die Richtung des Krüm- 
mungsradius haben. Die Grösse 

0v = — = Vi sin (ViV) 

heisst Beschleunigung nach dem Radius der ersten Krümmung. 

• 

Die Grösse der totalen Beschleunigung v^ bestimmt sich 
durch die Formel: 



'. = vm + $ 



16« Beispiele für die Beschleunigungen, 

1) Bei der gleichförmigen geradlinigen Bewegung behält die Ge- 
schwindigkeit V ihre Grösse und Richtung bei ; daher ist die Beschleuni- 
gung erster Ordnung v^ während der ganzen Zeit der Bewegung gleich 
Null; folglich sind auch alle Beschleunigungen höherer Ordnungen 
gleich Null. 

2) Bei der geradlinigen, gleichförmig beschleunigten Bewegung (§. 3. 
Beisp. 1) wird der in der Zeit * durchlaufene Weg s durch die Formel 

s=^igt' 
und die Geschwindigkeit durch die Formel 

V =' gt 
ausgedrückt. Da die Richtung der Geschwindigkeit sich nicht ändert, 
BD ist die Grösse der Beschleunigung erster Ordnung 

dv 
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und ihre Richtung fallt mit der Richtung des Weges und der Geschwindig- 
keit zusammen. Also: 

Bei der gleichförmig beschleunigten Bewegung ist die Beschleuni- 
gung erster Ordnung nach Grösse und Bichtung constant und gleich der 
in der Einheit der Zeit erlangten Geschvnndigkeit. Die Beschleunigungen 
höherer Ordnungen sind alle gleich Null. 

3) Wenn bei einer geradlinigen Bewegung der durchlaufene Weg s 
durch die Function 

s == a«** 

dargeatellt wird, wo die Constante a ]> ist, so ist die Geschwindigkeit 

V = nat^ und hat die Richtung von s ; folglich hat auch die ßeschleuni- 

— dv 

gung erster Ordnung »^ die Richtung von s und ist -^ =n (w — 1) a^ 

die Beschleunigung zweiter Ordnung hat dieselbe Richtung und ist gleich 

" = n (n^l) («—2) a^"~^; 



n— 2 



dt 
überhaupt hat v^, wenn nl <^n, die Richtung von s und ist gleich 

n (w— 1) (^—2) . . . (n—m) a^-^^-^ 
Die Beschleunigung {n — 1)*®' Ordnung 

v„ . = 1.2.3.. . .n.a 

ist eine Constante; daher sind die Beschleunigungen höherer Ordnungen 

^« » «'n + 1 » • • • S^^^^^ ^^^^• 
Da 



80 ist 



_ 1 

'*"^r.2T3.7..^''«-i' 



I.Z.O.... n 



die den Weg darstellende Function ist also durch die Beschleunigung 
(w— 1)*®' Ordnung allein bestimmt. 

4) Wenn bei einer geradlinigen Bewegung der Weg s durch eine 
Function von der Form 

s = f(f) 

dargestellt ist, so haben die Geschwindigkeit und alle Beschleunigungen 
die Richtung von s oder die entgegengesetzte, und es ist allgemein: 

hierbei ist das Zeichen + oder — zu nehmen, je nachdem v^ und « 

nach derselben oder nach entgegengesetzten Seiten gerichtet sind. Zieht 
man das Zeichen + zu i?^ , so kann man setzen 
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Beim Anfange der Bewegung, d. h. für f = 0, hat raan 9^ = /"** (0). 

Kann die Function f{t) in eine Reihe nach ganzen positiven Pof WMcn 
von t entwickelt werden, so ist: 

s = r(o). t + |/-''(o). t'+... j g 3 ^, reo). <■• + ..., 

was man auch schreiben kann: 

^ 2 * ^ 1.2. 3. * ' 1.2. 3 n «-* * 

wo V, t?i , w, , . . . . t?„_j die Geschwindigkeit und die Beschleunigungen im 

Anfange der Bewegung bezeichnen. 

Aus diesem Ausdruck ersieht man, dass überhaupt eine geradlinige 
Bewegung aus andern gleichgerichteten zusammengesetzt ist, bei denen 
die in der Zeit t durchlaufenen Wege den Potenzen t, t^, t^ . , , der Zeit 
proportional sind. 

Ist 8 eine ganze Function von t vom n*®^ Grade, so sind die Be- 
schleunigungen n*®' und höherer Ordnung gleich Null, nicht nur bei 
^ = 0, sondern zu jeder Zeit; ist daher 8 ^= at -{- ht^, so sind die Be- 
schleunigungen zweiter und höherer Ordnung gleich Null. Die Anfangs- 
geschwindigkeit ist a und die Beschleunigung erster Ordnung 2 b. Eine 
solche Bewegung kann man als zusammengesetzt betrachten aus einer 
geradlinigen von der Geschwindigkeit a und einer gleichförmig be- 
schleunigten von der Beschleunigung 2 b. Die Geschwindigkeit zur Zeit 
t ist ausgedrückt durch die Formel v = a -\' 2bt. Ist a > und & •< 0, 
so hat die gleichförmige Bewegung von der Geschwindigkeit a dieselbe 
Richtung wie 8, und die gleichförmig beschleunigte von der Beschleuni- 
gung Wj = 2 & ist s entgegengesetzt. Für i = — —r wird die Geschwin- 

A 

digkeit v zu Null; für ^ > — sT iiij^^it sie die dem 8 entgegengesetzte 

Richtung an, und für ^ = — ^ erhält man s = o und v = — a. Folglich 

kehrt der Punkt in seine Anfangslage mit einer der anfänglichen gleichen, 
aber entgegengesetzten Geschwindigkeit zurück. Eine derartige Bewegung 
hat ein im luftleeren Räume vertical aufwärts geworfener Körper. 

5) Im 2. Beispiel §. 3. (Fig. 2) hat die Geschwindigkeit der Bewegung 
des Schattens M\ der vom Punkte M auf die Gerade CD fällt, wenn M 
vom Punkte S beleuchtet wird und sich gleichförmig auf AB bewegt, 
den Ausdruck 

abc 

^"~ Xa — a'- cty' 
daraus folgt: 

1.2.3....(n + l)a&c'* + ^ ,^„ , , ,/cV^^ 



n 



;.3....(n + l a&c'* + ^ ,^„ , , ,/cV+ ,„^.2 
n ■ 8 = 1.2.3.... w+ 1)1-- (CM') +^ 
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folglich ist die Beschleunigung w*®' Ordnung der Bewegung des Schattens 
M' proportional der (n + 2)*®^ Potenz des Abstandes dieses Punktes 
von dem festen Punkte C. 

6) Bei der krummlinigen gleichförmigen Bewegung ist die Geschwin- 

dl) 
digkeit v constant; daher — = 0, d. h. die Projection der Beschleunigung 

dv 

v^ auf die Tangente ist gleich Null ; es hat also diese Beschleunigung 
die Richtung des Radius der ersten Krümmung q und ist gleich — . Wenn 



im vorliegenden Falle die Bahn eine Kreislinie ist, so ist die Grösse q 
constant und gleich dem Halbmesser der Bahn; folglich ist auch die 

Beschleunigung v. = — constant. Sie ist direct proportional dem Quadrate 

Q 

der Geschwindigkeit und umgekehrt proportional dem Radius des Kreises, 

auf dessen Peripherie sich der Punkt bewegt. 

16. Wenn ein in einer Ebene sieh bewegender Punkt 
durch geradlinige Coordinaten x und y bezüglich der in dieser 
Ebene liegenden Axen Ox und Oy bestimmt wird, so sind, 

düß dij 

wie wir oben gesehen haben, -jr und -^ die Coordinaten des 
den Hodographen der Geschwindigkeit beschreibenden Punktes 

d X d ij 

ft; folglich sind die zweiten Derivirten -rr^ und -jÄ die den 

Axen Ox und Oy parallelen Componenten der Geschwindig- 
keit der Bewegung des Punktes (i, d. h. die den Axen parallelen 
Componenten der Beschleunigung der ersten Ordnung v^, 

Ueberhaupt sind — r— . und — x^ die den Coordinaten- 

axen parallelen Componenten der Beschleunigung der n^^ Ord- 
nung V . 

Beispiele: Q,) Bei der Bewegung, §. 6. Beispiel 1 sind die Coordinaten 
des beweglichen Punktes durch die Functionen ausgedrückt: 

x = at, y ==> igt^; 
folglich ist in diesem Falle: 

d'^x d^y 

W ' 'di'^"^' 

d. h. Die Beschleunigung erster Ordnung ist constant nach Grösse und 
Michtung und parallel der Axe Oy nach der Seite der positiven y hin 
gerichtet. 
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b) Bei der Bewegung der Planeten um die Sonne (Beisp. 2, §. 6.) 
sind die -Coordinaten des den Hodographen der Geschwindigkeit be- 
schreibenden Punktes (i: 

2c . , 2c, , . 

rc = — — sin qp , y == -- (cos qp + c); 

daraus folgt 

d^x 2c dw d^y 2c . dcp 

und nach dem zweiten Eepler'schen Gesetze ist 

dq) 2c 

folglich : 

d^x 4c* cos 9 d^y ___ 4c' sing) 

d¥ p" ' ~r*~ ' ~dt^ ~p r*~ * 

Da die Coordinatenaxen rechtwinklig sind, so stellen diese Grössen 

die Projectionen der Beschleunigung erster Ordnung Vj auf die Coordinaten- 
axen dar, d. h. 

4 c* cosop , ^ 4c*8inqp 
t?i cos (Vi ä;) == - — -^, Vi cos (Vi 2/) = ^"7»"» 

folglich ist: 

4 c* 1 

cos (Vi x) = — cos qp , cos (Vi y) = — sin qp. 

Man sieht hieraus, dass hei der Bewegung eines Planeten um die 
Sonne die Beschleunigung erster Ordnung dem Quadrat des Eadiusvectors 
des Planeten umgekehrt proportional und längs dieses Eadiusvectors im 
Sinne nach der Sonne zu gerichtet ist. Es ist dies das von Newton 
entdeckte Bewegungsgesetz, 

17, Wenn ein im Räume sich bewegender Punkt durch 
die geradlinigen, den drei Äxeu Oxj Oy, Oz parallelen Coor- 
dinaten a;, y, z bestimmt wird, so sind die Coordinaten 

des den Hodographen der Geschwindigkeit beschreibenden 

Punktes ft: 

f dx , dy , dz 

^ ~~dV '^ ~ d'V ^ "" d« ' 
folglich sind die Coordinaten des den Hodographen der Be- 
schleunigung erster Ordnung v^ beschreibenden Punktes 

d'^x d^y d^z 
dt^^ dt^ ' dt^ ' 

und es sind überhaupt die Derivirten 

d^x d^y äl'-z 
dt"" ' dt"" ' dt"" 

Somoff, Mechanik. 3 



— 34 - 

die Coordinaten des den Hodographen der Beschleunigung 

v^_^ beschreibenden Punktes; zugleich stellen sie die den 

Coordinatenaxen parallelen Componenten dieser Beschleuni- 
gung dar. 

Für die Bewegung (§. 9.), wo die Coordinaten des beweglichen Punktes 
durch die Functionen ausgedrückt waren: 

X = a cos (kt) + a' sin (Jet) 

2/ = |3 cos (kt) 4- ß' sin (Ict) 

z = y cos (Jet) + y' sin (kt), 
hat man 

gl = - «;» [« cos {kt) + «' sin (Jet)] fc'«, 0= - *'y, ^ = " *'^; 

folglich ist: 

^1 = k^Ty 

cos (v^x) = — -I cos (Vi2/) = — |- , cos {v,z) =^ — j. 

Man sieht daraus, dass die Beschleunigung erster Ordnung der Ent- 
fernung des Pu/nktes vom Mittelpunkte der von ihm beschriebenen Ellipse 
direct proportional und dem Sinne nach dem Mittelpunkte der Ellipse 
zugewandt ist. 

Ueberhaupt hat man: 



d^^' + ^x ,2„^ d-x _ 

d^'' + \ dy d'^'y 

ai2n + l -( ^) ^^» dt'n -( Ä.) 2/, 

d'^+h dZ^ ^_/ 72« 

^^2» + ! -(-^) dt' dt'^ ^^'^^^ ^' 



folglich ist: 



— / t\n l.2n„. — / ■i\n hi n .. 



III. Capitel. 

Abhängigkeit der geometrischen Derivirten einer beliebigen geometrischen 
Function Tfon den Geschwindigkeiten der Endpunkte dieser Function. — 

Folgerungen und Anwendungen. 

18. Lehrsatz, Wenn nicht nur der Anfangspunkt j sondern auch 
der EndpunJct der geometrischen Function u in Bewegung ist, so 
ist die geometrische Derivirte erster Ordnung u^ die geometrische 
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I>iff.erenz zmschcn der Geschrnndigheit des Fndpmlctes, und der 
des Anfangspunktes, 

_ Beweis. Die Strecke MN (Fig. 13) stelle die Function 
u zur Zeit t dar, so dass M der Anfangs- und N der End- 

^ig. 13. punkt von ii ist; 3f N' sei ihre 

Lage zur Zeit t -{- x, MN^ 
'^ eine Strecke, die während der 
Zeit r der M' N\ und M.N^ 
eine Strecke, die der MN 
geometrisch gleich bleibt. Die 
Punkte 1/, N, iVi, N^ be- 
schreiben während der Zeit r 
die Linien MM, NN', NN^ und NN^-, dabei ist die Ge- 
schwindigkeit der Bewegung von N zur Zeit t aus der Ge- 
schwindigkeit der Bewegung von N^ und der von ^2 ^^' 
sammengesetzt. Die erste dieser Geschwindigkeitscomponenten 

ist die geometrische Derivirte von u, d. h. u^, und die zweite 
ist der Geschwindigkeit der Bewegung des Punktes M auf 

MM' gleich*); folglich hat man, wenn man mit a und ß die 
Geschwindigkeiten auf MM' und NN' bezeichHet: 

woraus folgt 

w, = j3 — a, 
was zu beweisen war. 

Folgerung 1, Ist ß = 0, so folgt «^^ = — a; also ist die 
geometrische Derivirte einer Function, hei der die Geschwindig- 
Jceit des Endpunktes gleich Null ist, der Geschwindigkeit des 
Anfangspunktes gleich und entgegengesetzt Da diese Geschwindig- 
keit die geometriscli e Derivirte einer dem u gleichen und ent- 
gegengesetzten Function ist, so haben zwei gleiche und entgegen- 
gesetzte Functionen gleiche und entgegengesetzte geometrische De- 
rivirte, d, h. — u^ ist die geometrische Derivirte von — u. 



*) Die Sehnen der Bogen -^"^2 '^^^ MM' sind während der Zeit 

T geometrisch gleich und daher sind auch die auf diesen Sehnen auf- 

NN MM' 
getragenen mittleren Geschwindigkeiten und und die Grenzen, 

denen sie sich mit der Abnahme von t nähern, geometrisch gleich. 

3* 
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die Coordinaten des den Hodographen der Beschleunigung 

v^_j beschreibenden Punktes; zugleich stellen sie die den 

Coordinatenaxen parallelen Componenten dieser Beschleuni- 
gung dar. 

Für die Bewegung (§. 9.), wo die Coordinaten des beweglichen Punktes 
durch die Functionen ausgedrückt waren: 

X = a cos (kt) + a' sin (Jet) 
y = |3cos(Ä;<) + ß' sin(Ä;«) 
z = y cos (Jet) + y' sin (kt), 
hat man 

1^ = - fc> [« C08 (kt) + «' sin (Jet)] = - k'a;,^!^ - Je'y, |^ = - k^^i 

folglich ist: 

t?j = Jc^r, 

cos {v^x) = — -I cos (Vi2/) = — |- , cos (üj^) = — 1 . 

Man sieht daraus, dass die Beschleunigung erster Ordnung der Ent- 
fernung des Fwnktes vom Mittelpunkte der von ihm beschriebenen Ellipse 
direct proportional und dem Sinne nach dem Mittelpunkte der Ellipse 
zugewandt ist. 

Ueberhaupt hat man: 

d'^' + ^x ^„ dx d^ _ 

^i2n + i-(-^) dt' dt'^ -^"'^'^ ^' 

^''^^V » äy d'^'y 

dt^n + l -( ^) dt' dt^^ -C AJ^ 2/» 



d^^' + ^z dz d^^'z 

dt^n + 1 -^ ^^ dt' dt^^ -^ '^^ 



folglich ist: 



t^n = (-1)'* ^"""^^ <+i- ("ir ^"^r. 



III. Capitel. 

Abhängigkeit der geometrischen Derivirten eiu'cr beliebigen geometrischen 
Function Tfon den Geschwindigkeiten der Endpunkte dieser Function. — 

Folgerungen und Anwendungen. 

18. Lehrsatz. Wenn nicht nur der Anfangspunkt, sondern auch 
der Endpunkt der geometrischen Function u in Bewegung ist, so 
ist die geometrische Derivirte erster Ordnung u^^ die geometrische 
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I>iffßrenz zmschcn der Geschmndiglceit des EndpmlcteSj und der 
des Anfangspunktes. 

_ Beweis. Die Strecke 31 N (Fig. 13) stelle die Function 
u zur Zeit t dar, so dass Jlf der Anfangs- und N der End- 

^i». 13. punkt von u ist; 3f N' sei ihre 

Lage zur Zeit t -j- r , MN^ 
^^ eine Strecke, die während der 
Zeit r der M' N\ und M.N^ 
eine Strecke, die der MN 
geometrisch gleich bleibt. Die 
Punkte Jf, N, N^, N^ be- 
schreiben während der Zeit r 
die Linien MM\ NN\ NN^ und NN^; dabei ist die Ge- 
schwindigkeit der Bewegung von N zur Zeit t aus der Ge- 
schwindigkeit der Bewegung von Nj^ und der von N2 zu- 
sammengesetzt. Die erste dieser Geschwindigkeitscomponenten 

ist die geometrische Derivirte von w, d. h. u^, und die zweite 
ist der Geschwindigkeit der Bewegung des Punktes M auf 

MM' gleich*); folglich hat man, wenn man mit a und ß die 
Geschwindigkeiten auf MM' und NN' bezeichHet: 

woraus folgt 

u^ = ß — a, 
was zu beweisen war. 

Folgerung 1. Ist /3 = 0, so folgt u^ = — a; also ist die 
geometrische Derivirte einer Function, hei der die Geschwindig- 
Jceit des Endpunktes gleich Null ist, der Geschwindigkeit des 
Anfangspunktes gleich und entgegengesetzt Da diese Geschwindig- 
keit die geometrische Derivirte einer dem u gleichen und ent- 
gegengesetzten Function ist, so haben zwei gleicJie und entgegen- 
gesetzte Functionen gleiche und entgegengesetzte geometrische De- 
rivirte, d. h. — Uy ist die geometrische Derivirte von — u. 



*) Die Sehnen der Bogen NN^ und MM' sind während der Zeit 

T geometrisch gleich und daher sind auch die auf diesen Sehnen auf- 

NN MM' 
getragenen mittleren Geschwindigkeiten und und die Grenzen, 

denen sie sich mit der Abnahme von x nähern, geometrisch gleich. 

3* 
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Folgerung 2. Berührt die Gerade u die Bahn MM des 
Anfangspunktes, so hat die Geschwindigkeit a die Richtung 
von Uj und die Geschwindigkeit /5 muss als die geometrische 
Summe a + ^i i^ der Ebene der Geraden u und u^ liegen. 
Die Projection von ß auf eine Senkrechte zur Geraden u ist 
der Projection von % allein auf diese Senkrechte gleich, weil 
die Projection von a darauf gleich Null ist. Folglich ist: 

ß sin (ß u) = tij^ sin (% u)] 

nun ist aber w^ sin (w^ u) die partielle Derivirte der Function 

u nach der Richtung und, wie wir oben gesehen haben, gleich 
der Winkelderivirten 0, multiplicirt mit w; also ist 

ß sin (ß ti) = @u. (1) 

Wenn die Richtung von u die von dem Anfangspunkt 
von MM' beschriebene Bahn nicht nur zur Zeit tj sondern 
auch zur Zeit t -}- 1 berührt, (r unendlich klein vorausgesetzt,) 

so ist die Ebene der Geraden ti und u^ als Grenze der 
durch zwei benachbarte Tangenten gehenden Ebene die Ebene 
xder ersten Krümmung der Bahn MM' im Punkte M. Das 
Winkeldiflferential ®dt der Function u ist der Contingenzwinkel 
der Curve MM' im Punkte Jf; bezeichnet man also mit q 
den entsprechenden Radius der ersten Krümmung, so hat man 

@ = — , sin(ßu) = + cos (ßo), und nach Formel (1) er- 

giebt sich: 

^cos(^9) = ±^. (2) 

Die Formel (1) bezieht sich auch auf den Fall, dass a = 0, 

d. h. dass der Anfangspunkt M der Function u unbeweglich 
ist, oder dass er in der unendlich kleinen Zeit r eine un- 
endlich kleine Strecke MM' höherer Ordnung zurücklegt. 

19. Betrachten wir einige Anwendungen der Formel (1). 

1. Angenommen, es sei a = und die Länge von ti 
ändere sich nicht; dann ist ß = u^ und — = ß cos{ßu) = 0; 

folglich ist ß senkrecht zu m, d. h. die Richtung von ti ist 
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Fig. 14. 



O' 



normal zur Bahn ihres" Endpunktes. Also: we/nn üne gerade 
Strecke von unveränderlicher Länge sich so bewegt^ dass ihr An- 
fangspunJct fest bleibt, oder in einem unendlich Meinen Zeit- 
theüchen eine unendlich Meine Wegstrecke von hölierer Ordnung 
beschreibt^ so ist die Eichtung dieser Geraden norynal zu der Bahn 
ihres Endpunktes. 

Hieraus ergiebt sich eine einfache Methode zur Construction 
der Normalen an die Curven, welche man Botdetten nennt. 
Die unveränderliche Figur CMDN (Fig. 14) bewege sich so, 
dass die Linie CD, die ihr angehört, auf der festen Curve 

AB ohne zu gleiten hinrollt, wie 
ein auf dem Wfege rollendes Rad ; 
dann beschreibt ein der rollenden 
Figur angehöriger Punkt N eine 
Linie, die man im allgemeinen 
Roulette nennt. Auf Grund des 
oben bewiesenen Satzes sieht man 
leicht, dass die vom Berührungs- 
punkte M der Linien CD und AB 
o ausgehende Gerade Ml^ die Nor- 
male der von diesem Punkte be- 
schriebenen Roulette ist. Wenn 
sich nämlich die Figur CMDN 
in der unendlich kleinen Zeit t 
so verschiebt, dass sie die AB im Punkte M^ berührt, so 
nimmt die Strecke MN, ohne ihre Länge zu ändern, die Lage 
JkTN' an. Dabei durchläuft 31 die Strecke MM\ die eine un- 
endlich kleine Grösse von höherer Ordnung ist, als MM^ und 
r; denn in dem aus den Sehnen MM, MM^ und 31' M^ zu- 
sammengesetzten Dreiecke 3IM^M' ist der Winkel 3I3I^M' 
unendlich klein, und der Winkel MMM^ unterscheidet sich 
wegen der Gleichheit der Bogen MM^ und M'M^ unendlich 








MM' 
M3I, 



eme 



wenig von 90®; infolge dessen ist das Verhältniss 

unendlich kleine Grösse. 

Hieraus folgen als Specialfälle die bekannten Methoden 
für die Construction der Tangente an die Cykloide und die 
Epicykloiden. 
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Die Geschwindigkeit ß der Bewegung des die Roulette 
beschreibenden Punktes N ist die geometrische Derivirte der 
Strecke MN, die ihre Länge nicht ändert, und sie reducirt 
sich daher auf die partielle Derivirte &ti nach der Richtung, 
wenn ® die Winkelderivirte bezeichnet, die man folgender- 
massen finden kann. 

Aus der Definition der Winkelderivirten folgt, dass & die 
Grenze ist, der sich das Verhältniss des von den Geraden MN 
und M'N' gebildeten Winkels zu t nähert, wenn r gegen 
Null convergirt; der Winkel zwischen MN und M'N' ist aber, 
infolge der Unveränderlichkeit der rollenden Figur, gleich dem 
Winkel, welchen cKe Normale zu CD im Punkte M mit der 
Normale zu CD' im Punkte M' bildet; nun ist dieser Winkel 
gleich der Summe der Winkel MOM^ und 3I'0'M^, welche 
diese Normalen mit der gemeinschaftlichen Normale der Curven 
AB und CD' im Punkte M^ einschliessen; folglich ist 

oder 

^ ,. (MOM, MM, , M'O'M , M' M,\ 

® = ^™ VMM, — V- + -WM, r~;- 

Bezeichnet man mit JB und K die Krümmungsradien der 

Curven AB und CD' in den Punkten M und M, so hat man 

,. MOM, __ 1 ,. M'O'M, _ 1 
^^^ MM, ~ B' ^^^-Tl'W;^ ~ B' ' 

und da nach der Natur des Rollens die Bogen MM^ und 

M'M^ einander gleich sind, so ist -= K Die Grenze 

dieses Verhältnisses ist aber die Geschwindigkeit des Punktes 
M bei seiner Bewegung auf der f Osten Linie AB, Bezeichnet 
man sie mit y, so folgt 

Diese Formel geht jedoch in 

Über, wenn die Punkte und 0', die in der Grenze die 
Krümmungsmittelpunkte der Curven AB und GB im Punkte 
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M- sind, sich auf derselben Seite Ton AB befinden. Die erste 
dieser beiden Formeln bezieht sieh auf den Fall It < R, die 
zweite gilt für E > R. Man kann sich mit der Formel (3) 
begnügen, wenn man im ersten Falle R, im zweiten E als 
eine negative Grösse ansieht. Mit Hilfe des Ausdrucks (3) er- 
giebt sich die Geschwindigkeit der Bewegung des Punktes N 
auf der Roulette: 

Die letzte Formel kann zur Bestimmung des Krümmungs- 
radius Q der Roulette dienen. Betrachten wir zu diesem 
Zweck die Strecke MN als eine geometrische Function, die 
ihre Länge derart ändert, dass ihr Anfangspunkt M während 
der Zeit r die Strecke M31j^ beschreibt und ihr Endpunkt die 
Strecke NN\ In diesem Falle ist die geometrische Derivirte 

u^ die Differenz der Geschwindigkeiten ß und y, und wenn 

man mit S' die Winkelderivirte der Function MJ{ = u be- 
zeichnet, so ist 

&'a = ß — ysin(t(y). (5) 

Da u im Punkte N zur Roulette normal ist, so fällt seine 
Richtung mit der des Krümmungsradius q dieser Curye zu- 
sammen, und es ist daher & die Winkelderivirte dieses Radius; 

folglich ist & = " . Dadurch geht die Formel (5) über in 

die folgende: 

— H = ß — y sin (uy). 

Hier ist der Winkel (tiy) gleich einem Rechten, vermehrt 
um den Winkel, welchen die Grade MN mit der Normalen 
zu -4JB im Punkte M bildet; bezeichnet man daher diesen 
letzteren durch i, so hat man sin(«y) = cosi, also 



daraus folgt 



— u = ß — y cos i; 



Q — u y cos i ' 

und wenn man statt ß seinen Werth (4) einsetzt, erhält man 
die Formel: 
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— u cosiV-B T" U')' 



(6) 



mit deren Hilfe q bestimmt werden kann. 

Für die CyJdoide ist AB eine Gerade und CD eine Kreis- 
linie, also B = ooj und R ist der Radius des rollenden Kreises 
CD. Man sieht leicht, dass in diesem Falle 2R cos i = ic 
ist; dadurch wird die Formel (6): 

— - — == 2, also o = 2ic , 

d. h. der Krümnmngsradiiis der Cyhloide ist doppelt so gross 
als die Normale MN. 

Jedesmal wenn die rollende Linie CD ein Kreis ist und 
der Punkt N sich auf dessen Peripherie befindet, hat man 
2 B cos i = %i und daher 



woraus folgt: 



q — u 



u 



B 



E + 2R' 



Q — u B 

Aus dieser Formel folgt die bekannte Methode von Savary 
zur Construction des Krümmungsradius der Epicykloide. Die 
Epicykloide möge (Fig. 15) durch die Bewegung des Punktes 
N der Peripherie des Kreises ff entstehen, welcher auf der 

Peripherie des Kreises rollt. Ziehen 
wir durch N den Durchmesser NE 
des rollenden Kreises, femer durch 
den Punkt E und den Mittelpunkt 
des festen Kreises eine Gerade; der 
Schnittpunkt 0^ der Geraden OE und 
MN ist der Krümmungsmittelpunkt 
der Epicykloide. Verlängert man näm- 
lich 00' bis zum Schnittpunkt jF mit 
dem rollenden Kreise und zieht man 
die Sehne FE, so ist, wegen des Pa- 
rallelismus von FE und 3IN 

FEiMO, =OF:MO = B + 2B:B, 

und da FE = MN = u ist, so folgt 

ii:M0, = B + 2B:B', 
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mithin 

MOj^ = Q — u und Q = MO^ + MN = 0,N. 

2. Hat die Geschwindigkeit a des Anfangspunktes der 
Strecke ic die Richtung von u, so ist nach Formel (1) 

^ßsm(ßti) = ®u. 

Multiplicirt man beide Seiten der Gleichung mit cot(/3w), so 
folgt die Formel 

ß cos (ßu) = eu cot (ßti), (7) 

aus der sich bemerkenswerthe Folgerungen ableiten lassen. 

Errichtet man in der Ebene der Geraden u und ß (Fig. 16) 

im Anfangspunkt M der Strecke MN = u die Senkrechte auf 

Fig. 16. iHf-N" und die Normale zur Bahn 

des Punktes Ny so erhält man 

-*? Vv _ ;W ' \r als Schnittpunkt dieser beiden 

2»!----''''',---' r'^'jrr--'-''| ' I Geraden den Punkt P und das 
yr---'"'^ ' I / rechtwinkelige Dreieck NMP, 

\ aus welchem folgt 

u cot (ßu) = + 3IN tan (MNP) = + JlfP; 

folglich ist: 

ßcos(ßu) = +@.MP. (8) 

Es sei ferner /J' die Geschwindigkeit eines beliebigen auf 
der Geraden MN angenommenen Punktes Q] dieselbe liegt 

ebenso wie ß in der Ebene MNP der Geraden u und ti^ und 
man kann daher auf sie die Formel (8) anwenden; wenn also 
P' der Schnittpunkt von MP mit der Normale der Bahn des 
Punktes Q ist, so ist 

ß' cos(ß'u) = ±@,MP\ 

Subtrahirt man hievon die Gleichung (8), so folgt: 

' /T cos (/T u) — ß cos (/3w) = + . PP\ 

Da. ß' — ß die geometrische Derivirte der Function NQ 
ist, so ist die linke Seite dieser Gleichung der Projectiou 
dieser geometrischen Derivirten auf NQ gleich; folglich ist 

^=±&.PP\ (9) 
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Diese von Mannheim aufgestellte Formel führt zur Lösung 
vieler bemerkenswerther Probleme, die sich auf die Construc- 
tion von Tangenten und Krümmungsradien krummer Linien 
beziehen. 

Wenn sich bei der Bewegung von MN die Länge des 

Abschnitts NQ nicht ändert, so ist— ^.--=0, und nach Formel 

(9) hat man FF' = 0; also: wenn eine Gerade NQ sich bewegt, 
ohne ihre Länge zu ändern und dabei im Punkte M eine ge- 
gebene Curve berührt, oder durch den Punkt M, dessen Geschivindig- 
keit gleich Null ist, hindurchgeht, so schneiden sich die Normalen 
der Bahnen der Funkte N und Q, die in der Ebene der Ge- 
schwindigkeiten dieser PtmJcte gelegen sind, in einem Punkte F, 
welcher auf dem in derselben Ebene auf MN im Punkte M er- 
richteten Perpendikel liegt. 

Aendert sich der Abschnitt ^E^auch nicht, so geht die 
in der Ebene MNP durch B gelegte Normale der Bahn des 
Punktes B auch durch P. 

Aus dieser Eigenschaft der Normalen der Bahnen der 
der Punkte einer unveränderlichen geraden Strecke ergiebt 
sich eine sehr einfache Methode zur Construction der Normalen 

an einige Curven» 

a) -Normale , an die Conchoide. Die Conchoide entsteht bekanntlich 

durch die Bewegung des Endpunktes Q einer Strecke NQ (Fig. 17) von 

unveränderlicher Länge, 
deren Richtung durch einen 
festen Punkt M hindurch- 
geht, während ihr Anfangs- 
punkt N eine Gerade AB 
beschreibt. Zieht man NP 
senkrecht zu AB bis zum 
Schnitt mit einem in M 
auf MQ errichteten Per- 
pendikel, so erhält man 
den Punkt P, durch den, 
gemäss dem oben bewie- 
senen , die Normale des 

Punktes Q der Conchoide gehen muss; also ist PQ die gesuchte Normale. 

Der p]ndpunkt E der der NQ gleichen und entgegengesetzten Strecke 

NB beschreibt den andern Ast der Conchoide, und die Gerade BP ist 

die Normale dieses Astes im Punkte B. 



Fig. 17. 
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b) Normale an die Ellipse (Fxg. 18). Es seien Ox, Oy die Richtungen 
der grossen und kleinen Axe der Ellipse, a und h die Grössen der ent- 
sprechenden Halbaxen; NB = a, 
NQ = b die unveränderlichen Ab- 
schnitte einer Geraden, die sich so be- 
wegt, dass B auf der Axe Oy bleibt 
und Q auf der Axe Ox. Es ist aus der 
__r? analytischen Geometrie bekannt, dass 
bei dieser Bewegung der Punkt N 
die Ellipse beschreibt. Um die Nor- 
male an die Ellipse im Punkte N zu 
construiren, errichte man ia B und Q 
Senkrechte zu den Bahnen Oy und 
Ox dieser Punkte, verzeichne ihren 
Durchschnittspunkt P und ziehe die Gerade PN. 

Die Normale an die Ellipse hat die bemerkenswerthe Eigenschaft, 
dass das Verhältniss AN :BN ihrer Abschnitte constant und gleich dem 
Verhältniss der Quadrate der Halbaxen 6^ : a* ist. Die ähnlichen Drei- 
ecke ANQ und PNB geben nämlich die Proportion: 

AN'.PN^tiay 
und die ähnlichen Dreiecke B BN und Pi?^ liefern die weitere Proportion 

PNiBN^bia; 
durch Combination beider erhält man: 

AN:BN=h^:a\ 

Aus der Formel (9) ergeben sich noch andere bemerkens- 
werthe Folgerungen. Vergl. Mannheim, Construction de la tan- 
gente du point de contact d'une droite avec son enveloppe pour 
certains lieux geometriques (Npuv. Annales de Mathematiques, 
T. XVI, p. 322 und Construction du centre de courbure de Tepi- 
cycloide (Nouv. Ann. de Math., T. XVIII, p. 371), sowie Note de 
Geometrie infinitesimale (Annali di M^tematica publ. da Tortolini^ 
T. II, p. 208). Bour: Cours de Mecanique et de machines, 
Cinematique, p. 52, 

20. Benützen wir noch die Formel (2) §. 18. zur Lösung 
des folgenden Problems: 

Die Punkte N und M haben jeder eine gleichförmige Bewegung^ 
der erster e auf einer geraden Linie, der zweite auf einer Curve, welche 
die Gerade MN im Punkte M berührt. Es soll die Gleichung dieser 
Curve und die Zeit gefunden werden , welche einer gegebenen Lage der 
Punkte M und N entspricht. 

Zunächst bemerken wir, dass die gesuchte Curve mit allen ihren 
Punkten in einer Ebene liegt, die durch die vom Punkte N beschriebene 
Gerade hindurchgeht. Denn durch diese Gerade muss die Ebene der 
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ersten Krümmung der gesuchten Curve" für jede Lage des Punktes M 
hindurchgeh en . ^) 

Es sei (Fig. 19) J. die Anfangslage des Punktes M, B die Anfangs- 
lage des Punktes N, OA senkrecht z\x BN, OA = m, OB = n, ÄB^^c, 

MN = u, a die Geschwindigkeit des Punktes 
M, ß die des Punktes N, — = k, AM = s 



Fig. 19. 




a 



endlich x und y die Coordinaten des Punktes 
Jf, bezogen auf OA und OB als Axen. 

Die Bewegung der Strecke MN = u ge- 
nügt der für die Formel (2) §. 18. erforder- 
lichen Bedingung, dass nämlich die Ge- 
schwindigkeit a ihres Anfangspunktes die 
Richtung von u habe. Diese Formel giebt: 



u s= JcQ coB(Qy) = — JcQ cos (ux); 
man sieht leicht, dass 



(a) 



X 



u = — 



cos (ux) 

, . ds^ dx 

e cos («a;) = - j^^ -^ = 



xds 
dx 



ds^ 
dY 



und daher geht die Gleichung (a) über in die folgende: 

ds z.^*^. 

dx d^y"^ 

diese liefert, wenn man -^ =z y setzt und beachtet, dass 
' dx 

§ 

ds = — )/ 1 + 2/' * ^^ ist» ^iG Differenzialgleichung der gesuchten Curve: 

dy kdx 

Die Integration ergiebt: 

WO C eine Constante ist, die man aus der Bedingung bestimmen kann, 
dass w' = werden muss, wenn x = m wird; also 



LKi-j -= Cmr oder == CmT 



folglich wird 



y +;/i + 2/'* = 



c — n 
m 



ii)'- 



*) Die Ebene der ersten Krümmung ist die Grenze der durch zwei 
unendlich nahe Tangenten gelegten Ebene, und da diese Tangenten die 
vom Punkte N beschriebene Gerade treffen, so muss ihre Ebene und 
die Grenze dieser Ebene durch dieselbe Gerade hindurchgehen. 
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daraus folgt: 

'^+7'-*[^"(:)*+-t-=(»T'] <«> 

Dabei können drei Fälle eintreten: ^• < 1, ä; > 1, ^• = 1. Im ersten 
und zweiten Falle giebt das Integral des Ausdrucks (b) die Gleichung 
der Bahn in der Form 

.rc~w/a;Y + * c + nfxV-n ^n + ck 



und im dritten Falle: » 

Da 



ist, so wird 



" _sd _ Vi + y~''.dx 
^'^ dt^ ~" dt 

dt^ — il/r+yr^a;, 

und nach (c) 

^^ ^ 1_ p — w /^Y" , c + n /x\- *"] ^^ 

2a L w \mj m \mj J * 

also im Falle Ä < 1 und Ä > 1 : 

«(1—^2) ^all+k\mj '^l—k\mj J ^^^ 

und im Falle k = 1: 

4a 2a L 2 \m/ ^ ^ • >' \m/J 

Im Falle k <^1 kann der Punkt M den Punkt iV einholen. Um 
die Ordinate des Punktes zu erhalten, wo M und N zusammenfallen, so 
wie die Zeit, wann dies eintritt, muss man in den Formeln (d) und (e) 
n; SS setzen; dadurch erhält man: 

n 4- ck ^ c 4- kn 



Im Falle Ä; > 1 und k = 1 findet man y == cx) und i = oo für rc =» 0. 
Die vorstehende Aufgabe heisst die Aufgabe der Hasen- oder Flucht- 
linie. Diese Curve stellt den Lauf eines Schiffes M dar, welches ein in 
der Geraden Oy fahrende Schiff N verfolgt. Bouguer gab eine Lösung 
der Aufgabe in den M^raoires de l'Acad^mie des sciences de Paris für 
das Jahr 1732. Ebenda findet man auch die Lösung von Maupertuis, 
der die^ Aufgabe auch auf den Fall ausgedehnt hat, dass die Bahn des 
Schiffes N eine krunmie Linie ist. 
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IV. Oapitel. 

Differentiation geometrischer Summen und geometrischer Producte. — 
Folgerungen, die sich auf die Projectionen von geometrischen Derivirten 

und auf Beschleunigungen beziehen. 

21. Lehrsatz 1. Die geometrische JDerivirte einer geometri- 
schen Summe s mehrerer Summanden u, xi, .... te^''*^ ist die geo- 
metrische Summe der geometrischen Derivirte^i der einzelnen 

Summanden. 

* 

Beweis. Bezeichnen wir mit s die Schlusslinie eines 



Polygonalzuges, der aus den Seiten Uj Uj u\ . . . u^"^^ derart 
zusammengesetzt ist, dass der Endpunkt einer Seite jedesmal 

in den Anfangspunkt der folgenden fällt; ferner mit a, a, 
a\ . . a^"^^ die Geschwindigkeiten der Anfangspunkte der Seiten 
Uj u\ u\ , . . u^"^^ und mit ß die Geschwindigkeit des End- 
punktes der letzten Seite u^"^K Auf Grund des Satzes im §. 18. 
hat man dann: 



u^ = a — a, Uj^ = «" — a', . . . u^^'"^ = ß — a^"'\ 
woraus folgt: 

^1 + ^1 '+ • • • + ^/"^^ = ß — a. 
Da aber a und ß die Geschwindigkeiten des Anfangs- 
und Endpunktes der Schlusslinie s sind, so ist: 

folglich 



^1 = '''i + *'/ + • • • + ^'/"'^ • 

Folgerung 1, Auf Grund des eben bewiesenen Satzes findet 
man, dass überhaupt 

^. = ^n + ^n+-' + ^C\ 

d. h. dass die geometricshe Derivirte helieüg hoher Ordnung von 
einer geometrischen Summe gleich ist der geometrischen Summe 
der geometrischen Derivirten derselben Ordnung von den einzelnen 
Summanden. 

Folgerung 2, Die geometrische Derivirte beliebiger Ordnung 

von einer geometrischen Differenz u = v — w ist die geometrische 
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Differenz der geometrischen Derivirten derselben Ordnung von 
dmn Minuendus und SuhtraJiendns, d. h. 

«n = Vn — Wn^ 

Folgerung 3. Die geometrische Derivirte n*^^ Ordnung von 

einer beliebigen geometrischen Function u ist die geometrische 
Diffefi^enz der geometrischen Derivirten (n — 1)"^'' Ordnung der 
Geschwindigkeiten des Endpunktes und des Anfangspunktes. Be- 
zeichnet man nämlich diese Geschwindigkeiten mit ß und a, 
so hat man nach dem Satz in §. 18. 

Uj^ = ß — cc, 
woraus sich nach Folgerung 2. ergiebt: 



Un = ßn-l «n - 1 . 

22. Der Punkt m bewege sich in einer Ebene und sei 
durch die Polarcoordinaten r und g? bestimmt. Die geometrische 

Derivirte r^ des Radiusvectors ist nach §. 13. die geometrische 

dr 
Summe der partiellen Derivirten ,-, welche die Richtung von 

r hat, und der partiellen Derivirten r-^y die zu r senkrecht 
und nach der Seite hin gerichtet ist, wohin (p wächst, d. h.: 



— . dr j^ d(p 

^1 ~di'^^'di'' 



und nach Lehrsatz (1) ist: 



d(p\ 



Die geometrische Derivirte \-n) ist ihrerseits die Summe 

d T dv 

der partiellen Derivirten ^, die die Richtung von ^, d. h. 

die von r hat, und der partiellen Derivirten ^ ^, die zu r 
senkrecht nach der Seite hin gerichtet ist, nach welcher 9? 

wächst; ebenso ist die geometrische Derivirte (^ 3?)i wieder 

die Summe der partiellen Derivirten V dt) ^ die zu r senk- 

dt 
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recht, und der partiellen Derivirten ^^f * ^? = ^'l^j ; die 
dem T entgegengesetzt gerichtet ist. Die partielle Derivirten 



^^ und y\-/i) lassen sich nun zu einer einzigen 

dt^ \dtj 

vereinigen, welche die Richtung von r hat, und die partiellen 
Derivirten 



■" '"' und 



^(4:) 



dt dt dt 

ebenso zu der einen 



dr dtp , 



<'t} . "(-^r) 



dt dt ^ . dt r dt ^ 

die zu r senkrecht und nach der Seite hin gerichtet ist, wo- 
hin q> wächst. 
Es ist also 



n> = 



d^r 



'm+7 



1 V dtj 



2 df' \dtj ' r dt 

Die geometrische Derivirte r^ ist die Geschwindigkeit v der 

Bewegung des Punktes m, und r^ ist die Beschleunigung erster 
Ordnung v^ dieser Bewegung; folglich sind die Componenten 

von ^2 zugleich die Projectionen der Beschleunigung v^^ auf den 
Radiusvector und auf die dazu senkrechte Richtung, d. h. es ist 

, \ d'r fdtpV . . 

• / \ 1 \ dt/ ,,v 

V, sm (v, r)=- ^^ — . (b) 

Nehmen wir nun an, der Punkt m bewege sich so, dass 
der vom Badiusvector r beschriebene Flächenraum der Zeit pro- 
portional wächst, und es sei c der in der Einheit der Zeit be- 
schriebene Flächenraum. 

Dann hat man: 
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und nach Formel (b): 

Dies zeigt, dass, wenn der Eadiusveetor der Zeit proportionale 
Flächenräutne beschreibt, die Beschleunigung erster Ordnung die 
JRichtung des Eadiusvectors hat. 

Die Gleichung (c) giebt ^ =-25 daher ist: 



dt 
dr dr 2c ^ 



(0 



d^r 



dt d(p r* d(p ' 

\rj dq> 4c* \rj 



— 2c 



df dtp^ dt r« d(p^ ' 

nach Formel (a), in der jetzt cos (v^ ^) = it 1 ist, erhält man 
also: 



+ Vi = — 



r« 



d' 



©,, 



+ r 



(d) 



Diese von Binet herrührende Formel kann dazu dienen, mit 
Hilfe der Gleichung der Bahn die Beschleunigung t;^ als Func- 
tion des Radiusvectors darzustellen. Ergiebt sich rechter 
Hand ein positives Resultat, so hat man links das Zeichen + 
zu nehmen, d. h. es ist cos(vir) = 4-l zu setzen; dann 
stimmt der Siun der Beschleunigung mit dem des Radius- 
vektors r überein. Erhält man aber rechts ein negatives 
Resultat, so ist cos(t;ir) = — 1, und v^ hat den entgegen- 
gesetzten Sinn von r. Es sei z. B. die Bahn ein Kegelschnitt: 

P 



Dann ist 


y • 


1 + 


e cos 


9* 




1 


.1 + 


e cos 


9 




r 




P 


9 


und die Formel 


(d) giebt: 










^1 


« 


4c2 


1 



folglich hB.t die Beschleunigung v^ entgegengesetzten Sinn, wie 
der Badiusvector und ist dem Quadrate des Eadiusvectors um- 
gekehrt proportional (wie schon im §. 6, Beisp. 2. gefunden 
wurde). 

Somoff, Mechanik. I. 4 
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23, Das Product aus zwei Strecken tt, v und dem Cosinus 
des von ihnen eingeschlossenen Winkels, d. h. die Grösse 
UV co8(uv)j nennt Resal ein geometrisches Product und be- 
zeichnet es mitw^.*) Man kann mit derartigen Producten in ganz 
analoger Weise rechnen, wie mit den gewöhnlichen Producten. 

Lehrsatz 2. Das geometrische Product zweier geometrischen 
Summen ist gleich der algebraischen Summe aller geometrischen 
Producte der Glieder der einen Summe in die der andern. 

Beweis, Es sei s =^ u -\- v, und a sei eine l?eliebige 
Strecke von bekannter Länge und Richtung. 

Da 

s cos (sa) = u cos {ua) + v cos {va)j 

so ist auch 

sa cos (so) = ua cos (ua) -{- va cos (va), 
d. h. 



sa = ua -{• va. 

Setzt man nun a = & + c, so folgt auf Grund der eben ent- 
wickelten Formel: 



und folglich 



ua = au == hu -j- cu = uh + uc, 
va = av = vh -\- vc. 



(ii *+ v) (6 + c) = w6 + uc -{- vh ^ VC. 

Folgerung. Angenommen, es seien x^ y, z die geradlinigen 
Coordinaten des Punktes M und x, y'y / die des Punktes M! 
in Bezug auf die Axen Ox^ Oy, Oz-^ ferner sei OM=r, 
OM! = /; dann hat man 

r = x + y + Zj / = Z+2r+/, 
und auf Grund des Lehrsatzes (2) folgt 



rr = XX + yy + ^/ + yz + zy -f zx + xz + ^y + yoc\ 
d. h.: 

rr cos (r/) = xx -f yy + zz + {yz + zy) cos {yz) 
+ {x^. + zx) cos {zoi) -f- [xy + yx) cos {xy)^ 

*) Die von Resal angewandte Schreibweise ist eigentlich t* x tT oder 
UV, S. Cinämatique pure §. 60. p. 64. Anm. d. üebersetzers. 
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welche Formel sich auch auf anderem Wege ableiten lässt. Im 
Falle rechtwinkliger Axen sind die geometrischen Producte 

yz\ zy'y zx, xz, xy, yx gleich Null, weil die Winkel zwischen 

den Factoren gleich 90^, also ihre Cosinus gleich Null sind. 

Lässt man die Punkte M und M' zusammenfallen, so folgt 



r^ = XX -^ yy -^ zz •■\' 2yz + 2zx + 2xy, 
d. h. 
r^ = rr^ -}- y2 _|_ ^2 _j. 2yzcos(yz) + 2zxco8(zx) + 2xycos(xy), 

welches die bekannte Formel für das Quadrat des Abstandes 
eines Punktes vom Coordinatenanfang ist. 

24. Lehrsatz 3. Sind u und v geometrische Functionen der 
Zeit t, so ist die analytische Derivirte des geo^netrischen Productes 

tiv dargestellt durch die Formel 

duv , — 

welche der Lethnitz" sehen Formel für die Differentiation eines ge- 
wöhnlichen Froductes ähnlich ist. 

Beweis. Es erhalte die Zeit t einen unendlich kleinen 

Zuwachs r, wodurch die Functionen u und v in u und v 

übergehen mögen. Die geometrischen Diflferenzen u — u und 

V — V sind dann die geometrischen Incremente der Functionen 

u und V. Bezeichnet man sie mit ^u und z/v, so folgt aus 
Lehrsatz (2) 



li V =^ (u -^ /Ju) (v + /Jv) = UV -^ vZlu + u^v + Zlu^v, 
und daher 



UV — UV Ju , dv , Ju 



T 



V \- u 1 ^v, 



wo unter — und — die mittleren Geschwindigkeiten bei der 

Verschiebung der Endpunkte von Strecken zu verstehen sind, 
die aus dem festen Ursprung gezogen und den Functionen 

u und V geometrisch gleich sind; dabei hat man als Richtungen 

dieser Geschwindigkeiten die Richtungen von z/w und z/ v zu neh- 
men. Setzt man r = 0, so gehen diese Geschwindigkeiten in die 

4* 
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geometrischen Derivirten t(^ und v^ über, und das letzte Glied 
verschwindet zugleich mit ^v; daher geht die Formel in die 
obige Form über: 

duv — , — / N 

-— = vu^^ xiv^, (a) 

# 

Folgerung 1. Dififerentürt man das Product tiv mit Anwen- 
dung der Formel (a) wmal nacheinander, so findet man die 
Formel : 



d^uv — , , n (n — 1) , 

dt" ^ ' ^ 

die der allgemeinen Leibnitz'schen analog ist. 

Folgerung 2, Stellt man nach Formel (b) die Ausdrücke 
der Derivirten von 



UVj^yUV2f.oUVn — l 

der (n — l)*®**, (n — 2)*®**, Ordnung auf und eliminirt dann 

Ulf Wg; .... Wh — 1, so folgt: 

. Folgerung 3. Wählt man als Factor v eine constante 

Strecke, die der Einheit gleich und auf einer beliebigen Pro- 

jectionsaxe x abgetragen ist und bezeichnet man mit x^j 

X2,^^,Xn die geometrischen Derivirten dieser Strecke, so erhält 

man nach Formel (a) 

, V d[u cos {ux)] f V X ,N 

Wj cos {u^o^ = —^ — ^T-^^ — - — ux^ cos (ux^f (d) 

und nach Formel (b) allgemein: 



Un cos {Un X) = — '^ -^ ^ — W 4"^ j-^ ^-^ 

^ ^ df" df'~^ 



2 



Die Formeln (d) und (e) können dazu dienen, die Projectionen 
der geometrischen Derivirten %, u^^^.^.^m^x beliebigen Func- 

' tion n auf eine gegebene bewegliche Axe x zu berechnen 
durch deren Bewegung sich die geometrischen Derivirten x^^ 
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x^^ . , , , Xn einer der Einheit gleichen, auf dieser Axe abge- 
tragenen Strecke bestimmen. 

25. Benutzen wir die Formel (d) zur Bestimmung der 

Projectionen der geometrischen Derivirten der Function u auf 
drei bewegliche rectanguläre Coordinatenaxen Ox^ Oy, Oz 
(Fig. 20).*) 

Es seien x, y, z die Projectionen der Function n auf diese 
Axen, d. h. die Coordinaten des Endpunktes der der Function 

• Fig. 20. u geometrisch gleichen 

Strecke OM, Nehmen wir 
ferner auf den Axen die 
drei Strecken OA, OB, OC 
an, die während der ganzen 
Zeit der Bewegung der 
Einheit gleich bleiben, und 

bezeichnen wir mit a, 6, c 
ihre geometrischen Deri- 
virten, d. h. die Geschwin- 
digkeiten der Punkte A, 
B, C. Die Projection der 

Geschwindigkeit a auf die 

Axe Ox/ die von 6 auf Oy und die von c auf Oz sind gleich 
Null. Bezeichnen wir nun mit a^ und a^ die Projectionen 

von a auf die Axen Oy und Oz^ mit hz und hx die Projectionen 
von h auf die Axen Oz und Ox und mit Cx und Cy die Pro- 
jectionen von c auf die Axen Ox und Oy.' Dann hat man 
nach Formel (d) 

/ V d [u cos (ux)^ f V 

Wi COS \y^>ix) = —^ — ^7^^ — - — ua cos {tia) 
und da 




u cos (ux) = 0?, tia cos (ua) = yay + za^, 



*) Hier und in der Folge werden wir die Axenrichtungen, auf denen 
die positiven Coordinaten aufgetragen werden, so annehmen, dass für 
einen in der Richtung der positiven ^r- Coordinaten mit den Füssen im 
Punkte stehenden Beobachter die Richtung Ox der positiven x zur 
Linken, die Richtung Oy der positiven y zur Rechten ist. 
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so ist 

/ 
4/ nr\a (ii. ^ 

dt 



* dx 

U^ cos {l^iX) = 777 — y(^y — ^(^z' 



• 



Ebenso findet man: 

u^ cos(Wi2/) = -37 — onhx — ^6«? 

u^ cos (Wi^) = -^f — ^^x — yoy. 
Wendet man diese Formeln auf a, 6, c an, so folgt: 

es sind also von den sechs Projectionen der Geschwindigkeiten 

a^ h, c auf die Coordinatenaxen nur drei von einander ver- 
schieden. Bezeichnet man hz mit p, Cx mit q und üy mit r, 
so hat man: Cy = — :jp, a^ = — 2, ix = — ^; hiermit nehmen 
die obigen Formeln die Form an: 

d X 

Ui cos (u^x) = -^ + q^ — ry 

u^ cos (u^y) ^-^^rx—pz (1) 

Ui cos (wj j2f) = ^ + i^y — g^. 

Ist 2) = 6^ eine positive Grösse, so ist Cy = — p negativ. 
Hätte in diesem Falle der Punkt B nur die Geschwindigkeit 
bs und der Punkt C nur die Geschwindigkeit — Cy, so würden 
sich diese beiden Punkte in der Ebene yOz auf der Peripherie 
eines Kreises vom Radius OB bewegen, und zwar in einem 
solchen Sinne, dass ein in der Richtung der Axe Ox mit den 
Füssen in sich' befindender Beobachter diese Bewegung von 
links nach rechts vor sich gehen sähe. Im Falle p KO ist, 
bewegen sich die Punkte B und C mit der Geschwindigkeit 
— Pj und dann sieht der Beobachter die Bewegung von rechts 
nach links erfolgen. Folglich ist es die Geschwindigkeit + p 
allein, welche die Rotation des rechten Winkels yOs um die 
unbeweglich bleibende Axe Ox mit der Winkelgeschwindigkeit 
+ p bewirkt. Ebenso findet man, dass +g die Winkel- 
geschwindigkeit der Rotation des rechten Winkels 0Ox um 
die Axe Oy und + ^ ^^® Winkelgeschwindigkeit der Ro- 
tation des rechten Winkels xOy um die Axe Oz ist. Die 
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Formeln (1) zeigen, dass man die geometrische Derivirte n^ 
als geometrische Summe zweier anderen Geschwindigkeiten w/ 
und tij^' betrachten kann, deren Projectionen auf die Coordinaten- 
axen durch die Formeln bestimmt sind: 



Ml' 


COS 


(«1 


'X) 




ax 

dt 


«l' 


cos 


(«1 


V) 




dy 
dt 


»l 


cos 


(«1 


'^) 


— 


dz 



(2) 



w/' COS {u^'x) = qz — zy = 
ul' cos (t«i"j/) = r^; — 'gz =^ 
%" cos (%"^) = jpy — q_x==^ 



ctr 


y z 


r p 


Z X 



(3) 



jpg 
xy 



Die erste Componente u^ ist die Geschwindigkeit, welche 
der Punkt {x,y,z) haben würde, wenn die Coordinatenaxen nach 
der Zeit t festgeblieben wären tind wenn die Coordinaten x, y, z 
durch dieselben Functionen der Zeit dargestellt wären, durch 
welche sie bei der Bewegung der Axen wirklich dargestellt 
werden. Die zweite Componente Uj^' ist die Geschwindigkeit, 
welche der Punkt M haben würde, wenn die Coordinaten x, y, z 
nach der Zeit t constant geblieben wären, d. h. wenn der 
Punkt M unveränderlich mit den Axen Ox,. Oy, Oz verbunden 
wäre und die Axen sich in Folge der Bewegung der drei 
Punkte A, B, C bewegten. Für jeden anderen mit den Axen 
OXj Oyj Oz unveränderlich verbundenen Punkt muss man 
die Coordinaten x, y^ z mit den jenem neuen Punkte zuge- 
hörigen vertauschen, während p, g, r unverändert bleiben. 
Die Formeln (3), welche die Projectionen der Geschwindig- 
keiten eines mit einem beweglichen rectangulären Axen- 
system unveränderlich verbundenen Punktsystems auf diese 
Axen ausdrücken, wurden zuerst von Euler*) gegeben. Die 
Geschwindigkeit w^" heisst die Rotatimisgeschwindigkeit 



*) Decouverte d*im nouveau principe de Mccanique. Memoires de 
rAcaddmie de Berlin. 1760. 
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26. Wenn die Coordinaten Xy y, s den Bedingungen ge- 
nügen: 

q^z — r\j = 0, rx — pz = 0, py — qx = 0, (4) 

so ist die Rotationsgeschwindigkeit w^" gleich Null. Die 
Gleichungen (4) stellen aber eine gerade Linie OD dar, die 
durch den Coordinatenanfang und durch den Punkt D (p, q, r) 
geht, dessen Coordinaten den Gleichungen (4) genügen. Folg- 
lich ist nur für Punkte, die auf dieser Geraden liegen, die 
Rotationsgeschwindigkeit tt^' Null. 
Die Gleichungen (3) geben: 

xu^'' cos {ii^' x) + yii^' cos (t^/'y) + zu^' cos {u^' ^) = 

piij^' cos {u"x) + g^^i" cos (lii'y) + rti" cos (ti^'z) = 0, 

oder 

Ulli' cos (ww/') = 0, OD. ifi" cos (OD, w/') = 0; 

dies zeigt, dass die Geschwindigkeit w^" zu det durch den 
Punkt M und die Gerade OD gehenden Ebene senkrecht ist; 
daher tangirt die Richtung von u^' einen Kreis, der sein 
Centrum im Schnittpunkt P der Geraden OD mit der durch 
M senkrecht zu OD gelegten Ebene hat und der in dieser 
Ebene mit dem Radius PM beschrieben ist. Setzt man 
OD = CO, PM= 9, so ist nach den Formeln (3): 

w/'^ = (qz — ryy + {rx — pzY + (py — qx)^ 

= (jp^ + q^ + r^) {x^ + y^ + ^^) — 0^ + «!/ + '^^y 
= G)^u^ — [coli COS {udo)']^ = col^u^ siu ^(liOj), 
oder 

woraus folgt 

d. h. das Verhältniss der Geschmndigkeit u^' m der entsprechen- 
den Entfernung des Punktes M von der Geraden OD ist gleich 
dem Abstand OD; folglich ist dieses Verhältniss für alle mit 
den Coordinatenaxen fest verbundenen Punkte ein und das- 
selbe. Dasselbe stellt die geometrische Winkelderivirte des 
Radius PM dar und heisst Rotationswinkelgeschwindigkeit der 
Ebene MOP um die Gerade OD, oder auch EotationswinJcel- 
geschwindigheit der Axen Ox, Oy, Oz und aller fest mit ihnen 
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verbundenen Punkte. Lassen wir die Ebene MOP gleiclimässig 
mit der Geschwindigkeit o um die fest bleibende Gerade OD 
rotiren und bringen wir den Punkt M in diejenige Lage, 
welche er zur Zeit t einnehmen soll, so kommt er ^ft diese 
Lage mit der Geschwindigkeit u^'. Aber obwol eine solche 
Bewegung die wahre Geschwindigkeit w^" giebt, so kann sie 
sich doch von der wirklichen Bewegung des Punktes M unter- 
scheiden; denn die Geschwindigkeit allein genügt nicht zur 
Bestimmung der Bewegung, und die wirklichen Beschleunigungen 
bei der Bewegung des Punktes M können verschieden sein 
von den Beschleunigungen bei seiner Bewegung auf dgr Peri- 
pherie des Ejreises vom Radius MP, Bei der wirklichen Be- 
wegung kann die Axe OD sich bewegen, doch so, dass alle 
ihre Punkte in der unendlich kleinen auf t folgenden Zeit t 
unendlich kleine Strecken von höherer Ordnung als t durch- 
laufen. Die Gerade OD heisst die Momentanaxe der Botation. 
Stellt OD (Fig. 21) einen Beobachter dar, der die Füsse 
in und den Kopf in D hat und auf den Punkt M hinsieht, 

so ist für ihn die Ge- 
schwindigkeit Uj^' immer 
von links nach rechts ge- 
richtet, d. h. die Bewegung 
des Radius PM stimmt für 
ihn mit der Bewegung des 
Stunden- oder Minuten- 
zeigers auf dem ZiflFerblatte 
einer Uhr überein. Davon 
kann man sich folgender- 
massen überzeugen. 
Da 
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ist, so wird die d^r Geschwindigkeit u^' geometrisch gleiche 
Strecke Oyi, in Linieneinheiten durch dieselbe Zahl ausge- 
drückt, durch welche die Fläche des über den Seiten OD 
und OM construirten Parallelogramms MODE in quadra- 
tischen Einheiten ausgedrückt wird. Die Projection MOD'E' 
der Fläche MODE auf die Ebene xOy ist, wie aus der 
analytischen Geometrie bekannt, gleich -}" (jPV — Q.^) oder 
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— {py — ?^)>*) J6 nachdem der Winkel MOx grösser oder 
kleiner als der Winkel D Ox ist; folglich ist im ersten Falle 
die Fläche MOD'E' gleich u^' co^(u^' z)y und im zweiten 
gleich " u^' cos {u^'z). Deshalb muss die Projection der Strecke 
OiL auf die Axe OZy d. h. u" Q>o^{ii^' ^), im ersten Falle positiv 
und im zweiten negativ sein; d. h. es ist im ersten Falle der 
Winkel ^lOz ein spitzer, im zweiten ein stumpfer; in beiden 
Fällen aber wird der Beobachter OB die Geschwindigkeit u^' 
oder Oft von links nach rechts gerichtet sehen. Diese Richtung 
der Rotationsgeschwindigkeit werden wir die positive, die ihr 
entgegengesetzte die negative nennen. Nimmt nun der Be- 
obachter die Lage 0(i ein, indem er die Füsse in hat und 
auf den Punkt M hinschaut, so wird er den Punkt D zur 

Linken haben, und die der Strecke OM=u geometrisch 
gleiche Strecke DE hat für ihn die Richtung von links nach 
rechts.**) In dem Abschnitt über die Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen bei der Bewegung eines unveränderlichen 
Punktsytems werden wir die Eigenschaften der Rotations- 
geschwindigkeiten eingehender betrachten. Jetzt wollen wir die 
Formeln (1) zur Bestimmung der geolnetrischen Derivirten 
und der Beschleunigungen überhaupt benutzen. 



*) Bezeichnet qp den Winkel 31' Ox und qp' den Winkel D'0;r, diese 
Winkel von der Axe Ox nach Oy hin gezählt von 0® bis 360^ so hat man 
für jede Lage der Punkte D nnd M' die Relationen x = OM' cos qp, 
2/ = M' sing?, p = OD' coscp', q = OD' sin (p\ und die Fläche M'OD'E' 
ist, wenn (p > qp', dargestellt durch OM' . OB' sin(g) — qp') = py— qx 
und, wenn tp' > 9?, durch OM' . OD' sin (9 — cp) = — {py — qx). 

**) Hierbei wollen wir eine allgemeine Bemerkung machen, die 
späterhin nützlich sein wird, dass nämlich die Determinanten zweiten 
Grades 
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die aus den Coordinaten der Punkte D {p^q,r), M{x,y,z) zusammen- 
gesetzt sind, die Projectionen dei* Strecke Ofi auf die Coordinaten axen 
sind, wenn Ofi dem aus OM und OD als Seiten construirten Parallelo- 
gramm dem Zahlwerth nach gleich, zu dessen Ebene senkrecht und so 
gerichtet ist, dass ein Beobachter, der die Füsse in 0, den Kopf in fi 
hat und nach dem Punkte M hinschaut, den Punkt D (dessen Coor- 
dinaten in den ersten Horizontalreihen stehen), zu seiner Linken sieht. 
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21. Ersetzt man die Function w durcli ihre (n — 1)*® 
geometrische Derivirte, so muss «^ durch die w*® geometrische 
Derivirte ersetzt werden, und man hat dann nach den Formeln (1) : 



nnCOs(UnX)— 
Un cos {Uny)= 



dK-lC08(w„_iaj)] 



dt 



+ 



dt 



+ 



Un cos (tini) = :n ^■ 



dt 



q r 

r p 

p « 



(4) 



Nehmen wir an, die Axe Ox sei in der Richtung der 

geometrischen Function der Zeit OJc == a genommen; dabei 

gehe die Ebene xOy durch die geometrische Derivirte «^ 

dieser Function, so dass Oy und a^ nach derselben Seite von 

Ox hin gerichtet sind; dann ist die Geschwindigkeit a des 
Punktes A die Winkelderivirte der Function a, Sie ist parallel 
und gleichen Sinnes mit der Axe Oy; daher ist ihre Projection 
a, = — q gleich Null, die Projection üy = r aber gleich der 

Geschwindigkeit selbst. Die Geschwindigkeit c des Punktes 

C reducirt sich auf + p und ist der Axe Oy oder dem a 
parallel, und zwar von entgegengesetztem oder gleichem Sinne, 
je nachdem die Botation der Punkte li und C um Ox eine 
positive oder negative ist. Die Momentanaxe OD bleibt während 
der ganzen Zeit der Bewegung in der Ebene xO0. Die 
Lage des Punktes D ist durch die Coordinaten x = + c, 
= a bestimmt. Die Grösse der Rotationswinkelgeschwindig- 
keit 03 ist ]/a^ + c^. 

Im vorliegenden Falle reduciren sich die Formeln (1) 
auf die folgenden: 

Ui cos {u^ a) = —5= — -TT^ — — — au cos (wa) 

/ N d \u C08 (ua)] . . >. / N /KN 

Wi cos (Wj a) = ■ ^ , ' ^ + ^^ COS (wa) — cti cos (i*c) (o) 

/ N - d fw C08 (m c)1 , / K 

w^ cos (Wj c) = — ^^ — ^T-^ — - + cw cos {ua). 
Sie gelten nicht nur für eine positive Rotation der Ebene 
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BOA um OA, sondern auch für eine negative; denn sie ändern 

sich nicht bei der Aenderung des Zeichens und Sinnes von c. 

Die Formeln (5) können zur Bestimmung der successiven 

geometrischen Derivirten u^, «g,.... dienen, wenn a, a und c 
bekannt sind. 

28. Nehmen wir jetzt für a die Geschwindigkeit v einer 
beliebigen Bewegung des Punktes m. In diesem Falle ist die 

Ebene der Geraden a und a^ die Schmiegungsebene (vVj) oder 
die Ebene der ersten Krümmung, welche durch die Geschwin- 
digkeit V und die Beschleunigung erster Ordnung v^ geht. In 
dieser Ebene befindet sich der Krümmungsradius q. Die Ge- 
schwindigkeit a ist das Verhältniss des Contingenzwinkels zum 

Diflferential der Zeit und ist gleich — . Ihre Richtung ist die 

der ersten Hauptnormale, d. h. die Richtung des Krümmungs- 
radius 9, wenn man als Anfangspunkt dieser Strecke den 

Punkt m nimmt. Die Richtung der Geschwindigkeit c ist die 
der zweiten Hauptnormale oder Binormale (wie de St. Venant 
sie nennt); cdt ist der Torsipnswinkel. Bezeichnet r den 

Radius der zweiten Krümmung, so ist cdt = — und c = — . 

Dabei stellen wir r durch eine Strecke dar, die auf der zweiten 
Hauptnormale nach der Seite hin aufgetragen wird, wohin 
die Ebene (^^i) rotirt; dann hat c dieselbe Richtung mit r. 

Im vorliegenden Falle nehmen die Formeln (5) die Ge- 
stalt an: 

, V d [u cos (uvy] V / X 

Wj cos (w^ V) = ~~dt — "^ ^^^ ^^^^ 

f V d{u cos (wo)] , «? / \ ^ f \ fa\ 

Wj cos yu^q) = —^ — , ^ -j — « cos (xiv) «« cos (ur) (6) 



/ V d [w 008 (wr)] . V f K 

1 cos (w^r) = -^ ,/ + - M cos (wp) . 



Aus diesen Formeln erhält man die Projectionen der suc- 
cessiven Beschleunigungen v^^ t^g,.... auf die drei Richtungen 
i;, 9 und r, nämlich: 

v^ cos(^it;) = ^, ^1 cos iy^q) = '^, v^ (^o^{v^r) = 0, (7) 

wie schon §. 14. gefunden wurde; ferner: 
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t\2 (ios (v,v) = ~ — ""^^ . (8) 

v^cos{v,q)=^^—J- (9) 



t?3 



V2C0s{v^r)=- (10)*) 

u. s. w. 

29, Aus Formel (7) nnd (10) lassen sich leicht die be- 
kannten Ausdrücke der Krümmungsradien durch die Coor- 
dinaten des beweglichen Punktes ableiten. 

Die Formeln (7) geben: 

Bezeichnet s den zur Zeit t von dem Punkte m zurück- 
gelegten Weg oder irgend einen andern Bogen der Bahn^ der 
in einem festen Punkte derselben beginnt und in dem Punkte, 
"WO m zur Zeit t ist, endigt, so hat man: 

'^ ~ ^d~t' dl~ ^ dt' • 

Ist der Punkt m durch rechtwinklige geradlinige Coor- 
dinaten Xy j/, z bestimmt, so ist: 

v^ cos (y^ rr) = -^ , t;, cos {v^ y) = ^^, Vy^ cos {v^ ^) = j^2 (s. §• 1 7.), 
und 

folglich ist: 

\dt/ 



vm + ©)" + ©■ - o' 



ds' 



y {d'^xY + {d^yY + {d^'zy — {d'sy 



*) Die Formeln (8), (9) und (10) sind auf synthetischem Wege von 
Resal gefunden worden (Traitä de Cinämatique pure, pag. 271). Aber 
der Ausdruck, den er für v^ cos(t?2t?) findet, ist nicht richtig; das Vor- 
zeichen des zweiten Gliedes muss dort in das entgegengesetzte verwandelt 
werden. 
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Die Determinanten zweiten Grades 

j dy d^z dz d^y 

dt di^ ~~ 'dt di^ 

j. dz d^x dx d^z 

~di~di^~ltdi^ 

'x 



p dx d^y dy d' 



dt dt^ dt dt"" 

sind die auf die Coordinatenaxen bezogenen Projectionen einer 
zur Ebene der ersten Krümmung ('Vi\) senkrechten Strecke, 
die der Fl'achenzahl des aus der Geschwindigkeit v und der 
Beschleunigung v^ construirten Parallelogramms gleich ist. 
Da diese Fläche durch 

vv^ sin(t;t;i) =*vvj^ coa(viQ) = 

ausgedrückt ist, so ist 



^3 



^6 



;-5=^^ + 5^ + C% 

woraus man einen anderen Ausdruck für den Radius der 
ersten Krümmung erhält, nämlich: 



v» 



Q = 



ds* 



y {dyd'^z — dzd'^yY + {dzd^'x — dxd'^zy + {dxd^'y — dyd^x) 
Da _ _ 

^' — dt + ^' 
so ist 

% cos {vi x) = — cos {qx) + -T-. cos (vx) ; 

daraus folgt 

ds d^x v^ r \ _\ ^^^ ^^ 

TtW ~~^ ^^^ ^^^^ + 5F dt 
und 

, •. \as/ 

cos{qx) = q —j^ ; 
ebenso erhält man: 



/ N \ds/ 

cos {Qy) = Q —j^ 



4t) 

/ N \d8/ 
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Durch die diesen Cosinira elitsprechenden Winkel bestimmt 
sich die Richtung des Radius der ersten Krümmung q oder 
der ersten Hauptnormale. 

Bezeichnet man mit Ä H C die Projectionen des Radius 
der zweiten Krümmung r auf die Coordinatenaxen, so hat 
man, da r auf v und v^ senkrecht steht: 

dx , -r>/ dy ^. p^f dz 
'di'^ dt 



^'ü + ^'^ + C'^, = 



und da nach Gleichung (10) die Projection der Be- 



schleunigung zweiter Ordnung v^ auf r gleich 
giebt sich: 

^ dt^^ -^ dt^ ^ ^ dt^~ o' 



iL 



ist, so er- 



Aus diesen drei Gleichungen folgt 



A = 






WO 



folglich ist 



B = 

dx 

d^x 
dt''' 

d2x_ 
dt^^ 



^S + J5 



D = 



^ • 
dt' 

dt^' 

d^ 
dt^' 

d'y 



C' = 



dz 
'dt 

d^z 
dt' 

d^z 
dt^ 






(a) 



dt' 






r^ = 



V' 



und 



d. h. 



Q-'U' 



(^2 + J52 _|. Cf2) _ (Al+J?^^+^1 



r = + 






{dyd^z — dzd^yY + {dzd'^x — dxd^zY + {dxd^y — dyd^xY 



-X- 

-^{dyd''z — dzd^y)d^x + {dzd'x — dxd^z)d^y + {dxd''y — dyd^x)d''z* 

Hier muss man das Zeichen -f- nehmen, wenn 2) > 0, und 
das Reichen — , wenn D < 0. Die Formeln (a) zeigen, dass 
im ersten Falle -4', JB', C dieselben Vorzeichen wie Ä, B, C 
haben und daher r so gerichtet ist, dass ein in der Richtung 
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der Geschwindigkeit mit den Füssen im Punkte {x^ y, £) 
stehender und nach dem Centrum der ersten Krümmung hin- 
schauender Beobachter die Richtung r von links nach rechts 
gerichtet sieht; in demselben Sinne geht die Rotation der 
Ebene der ersten Krümmung um die Richtung der Geschwindig- 
keit vor sich. Im Falle aber D < 0, haben r und die Rotation 
der Ebene der ersten Krümmung entgegengesetzten Sinn. Die 
Formeln (a) geben 

cos {rx) = + 



cos {ry) = + 



y A^ + B^ + C' 
B 



y A^ + B^ + 02 

cos (r0) = H — , 

^ ^ — y A^ + B^ + C^ 

wo im Falle D > das obere, im Falle D < das untere 
Zeichen zu nehmen ist. 

Die durch die Richtungen von v und r gelegte Ebene 
nennt man rectificirende Ebene (plan rectifiant) (Memoire 
sur les lignes courbes non planes, par M. de St. Venant, 
Journal de Tecole polyteehnique, 30^^ cahier). In dieser Ebene 
liegt die Momentanaxe der Rotation des von der Tangente 
und den beiden Hauptnormalen gebildeten rectangulären Axen- 
systems. Die Projectiouen der auf dieser Axe aufgetragenen 
Rotationswinkelgeschwindigkeit cd auf die Tangente und die 

zweite Hauptnormale sind + "" ^^^ ~ 5 ^^^^ ^^^ co^ = 
v^ (-2 -| — äj . Die Momentanaxe heisst rectificirende Gerade. 
Der Winkel H zwischen dieser Geraden und der Richtung 
der Tangente ist durch die Formel bestimmt: tanfl" = -\ — . 



Y. Capitel. 



Bestimmung der Grösse und Richtung der Sehne, welche den von einem 
Punkt in gegebener Zeit durchlaufenen Weg spannt. Folgerungen. 

30. Es sei M die Lage des beweglichen Punktes zur Zeit 
tj M' seine Lage zur Zeit t -\- r und w = MM' die Sehne, 
welche den von dem Punkt in der Zeit r durchlaufenen Weg 
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spannt. Man kann die Grösse und Richtung dieser Sehne 
finden, wenn man die Geschwindigkeit v und alle Beschleuni- 
gungen t?^, «?2?«" 2iur Zeit ^. kennt, und man wird daher die 
Lage M' des beweglichen Punktes m zur Zeit t -{- r bestimmen 
können. 

Bezeichnen wir mit x die Projection des aus einem festen 
Ursprung nach dem Punkte M gezogenen Radiusvectors 
OM auf eine beliebige Axe Ox, Bei der Bewegung des Punktes 
m wird sich die Grösse von x im Allgemeinen continuirlich 
ändern, und zur Zeit t -{- t wird x ein Increment ^x er- 
halten haben, für welches man nach der Taylor'schen Formel 
den Ausdruck findet: 

WO I das Restglied bezeichnet, das sich auf bekannte Weise 
ausdrücken lässt, z. B. nach der Formel von Lagrange oder 
nach der von Cauchy. Da nun ^ x = w cos {wx) und für 
die Derivirten der verschiedenen Ordnungen von x allgemein 

— = -y»-! cos [yr,-\X) , 

dt 
ist, so hat man: 

w cos {woc) = vx cos {vx) + \ t\ r^ cos {i\x^ + • • • 

. . . + 17273". .7n ^'»-^ '^'* ^^^ (^«-1^) + S • 

Diese Gleichung muss für jede Richtung der Axe Ox 
bestehen. Aus ihr ersieht man, dass, wenn man einen Polygonal- 
zug MAA^A^,,,An—i^An-\ aus den Seiten 

MA = vx, AA^ = \ v^t\ A^A^ = j-^-^ v^t^, .... 

bildet und wenn man die Richtungen dieser Seiten üj^erein- 
stimmen lässt mit den Richtungen der Geschwindigkeit v und 

der Beschleunigungen v^, t^g; • •• "^n— i, die Sehne w die geo- 
metrische Summe der Seiten dieses Polygonalzuges und der 
Schlussstrecke An—iM' = q) ist, d. h. es ist: 



w = vx + 4^ v^x^ + ——^ v^x^ + . . . + 3^72 .T^^'«-!"^" + ^' (2) 

Somoff , Mechanik. I. 5 
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Ist X eine endliche continuirliche Function, die sich nach 
ganzen Potenzen von r entwickeln lässt, so nähert sich bei 
wachsender Gliederanzahl der Reihe (1) das Restglied | der 



Null. Folglich nähert sich auch m = . -. der Null bei 

wachsender Seitenzahl des Polygons MÄ^A^A^ ,., An-.i'^ da- 
durch geht aber die geometrische Summe MAn—i dieser Seiten 

in die Sehne w über, so dass sich also die Sehne w durch 
die unendliche geometrische Summe 



tv = i;r -f- i" ^i^^^ + • • • (3) 

ausdrücken lässt*). 

Diese Formel zeigt, dass die Bewegung des Punktes m 
während der Zeit r als zusammengesetzt ietrachtet werden kann 
aus einer unendliclien Menge geradliniger Bewegtmgen in den 
Richtungen der Geschtvindigkeit v und der Beschleunigungen v^ 
t^g; •. .; dabei sind die Wege dieser Componentenbewegungen durch 
die Functionen 

ausgedrückt. 

Die erste Componente ist eine gleichförmige Bewegung 
längs der Tangente der Bahn im Punkte M mit der zur Zeit 
t erlangten Geschwindigkeit v\ die zweite ist eine gleichförmig 
beschleunigte Bewegung mit der Beschleunigung erster Ord- 
nung v-^'^ überhaupt bestimmt sich die n*® Bewegungscom- 
ponente durch die Beschleunigung Vn—i allein, und der dabei 
zurückgelegte Weg ist der n*®"^ Potenz von r proportional. Ist 
r so klein, dass man das Restglied (p vernachlässigen darf, 

so stellt die Strecke MAn^i annähernd die Sehne MM' nach 
Grösse und Richtung dar; deshalb ist An—i annähernd^ die 
Lage *des Punktes m zur Zeit t -{- r, 

31. Berechnung der Länge der Sehne und ihrer Prqjectionen 
auf die Tangente und auf die beiden Hauptnormalen. 



*) Möbius, Ueber die phoronomische Deutung des Taylor* sehen 
Theorems. Crelle's Journal für reine und angewandte Mathematik, 
ß. 36, S. 91. 
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Mit Hilfe der Formel (3) lässt sich die Länge der Sehne 
w berechnen. Setzt man zur Abkürzung 

Vp-i t?9_i cos (vp-i v^_i) = ap^,j, (4) 



1 .2.S...P 1.2. 3. ..g 

so findet man nach der bekannten Formel für das Quadrat 
einer geometrischen Summe: 

w^ = ai^it^ + 2ai,2r^ + (2 «1,3 + «2,2) r* + (2 «1,4 + 2a2,3)r^ + . • . 

. . . + (2ai,2„-l + 2a2,2n-2 + . . . + ««,«) t^^'* + 

+ (2ai,2« + 2a2,2n-i + . . . + 2a„,n+i) r2-+i + . . . (5) 

Nimmt man andererseits an, die Sehne w sei in eine 

Reihe 

w = \r -j- h^x'^ + tgT* + . • • (6) 

entwickelt, so findet man nach der Multiplicationsregel für 
Reihen: 

. . . + (26, 62«-! + 26,62n-2 + . . . + ^\) ^'" + 

Durch Vergleichung dieses Ausdrucks mit (5) ergeben sich 
die Gleichungen 

2 h\ &2 n— 1 -|- 2 62 &2 w— 2 + • • • -{-pn ^ = 2 ai,2n— 1 + 2 a2^2n—2 + • • • + (^n,n) 
2&i&2n + 2b2b2n-l + .•• + 26„6„4.i = 2ai,2n + 2a2,2/»-l + 2a«,n+i, 

aus denen sich der Reihe nach die Werthe der Coefficienten 
der Reihe (6) ableiten lassen; es wird nämlich: 

^1 = \l = '^^ ^2 = 7 «1,2; O3 = - ai,3 + 2^ «2,2 — ^s «1,2 , • • • 

Die Formeln (b) und (c) des §. 24. geben die Gleichungen 
1> !«' — ^ = (P + w)! «! «i. + n,« 

_^nJn-j)^^_^^___2)!(^ + 2)!a^+n^2,,+2+... 
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np\(q+l)\- -^'^+' 



dt 



n—l 



+ "-T.T'-i''(« + 2)! 



/in— 2 „ 

a a 



di 



>>g+2 1 

—9 1 • • • 



n—2 



. . . (— l)'»i)! (g + W)! «p,5 + n*), 

welche die Berechnung der Coefficienten b^ i^)-" erleichtern. 
Man kann die Sehne w als Function der Länge des Bogens 
MM' = ^S; welchen sie unterspannt, ausdrücken, wenn man 
sie nach Potenzen dieses Bogens in eine Reihe entwickelt. 
Dazu muss man s = tj r = ^s setzen; dann ist nach den 
Formeln (7), (8), (9), (10) des vorhergehenden Capitels: 

ds ^ dv ^ d^v ^ 



dt 



dt 



dt' 



Vi cos (v^v) = 0, v^ cos 0'i()) = t\ = - , 



d 



V,^ cos (V^V) ^~-^^V^ cos (V^ ()) =i^2 cos (V^ Vg) = 



ds 



, t;2COs(«;2r) = 



QT 



.? 



t?o 



(► 



-.+ 



d 



i\n2 






Daher ist: 



«1,3 = 



1 * 3 ^{q') 

+ ^2, ^3 cos (^3^;) = - - -f^, . 



«2,3 






36 Kq* » 



<■) 



_ ds _ 



+ 



^2^2 1? 



da 



3 «3,3 + 4 «2,4 = —f^ 



i'i U ds'^ "' L ds 



2 



'') Hierin bedeutet p l das Product 1.2.3...^. 



y 
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^,4 = 7^ 



1^ 

48 






da, A 

202,4 + 5a,,s = -i 



ds 



1 

8 



«1,5 = 



1 4 



d 



(!) 



120 \Q ds^ 



+ 3 





1 


» 


1 1 




Q* ^V*J 


7 


{■<) + 

\q ds^ ^ 


_ rf.S _ 


m 


2 

1 1 


L ds J 


9 


l ^V* 



-i2 



^ 720 ISp* "^ Q^r' ^ ds^ Q ds^ f^ 






i TOA \ Q ^4 i 



720 \Sq* ' 9^r« 






(7)*) 



Die Richtung der Sehne w kann vermittelst ihrer Pro- 
jectionen auf drei zu einander senkrechte Richtungen, nämlich 
auf die Tangente und die beiden Hauptnormalen bestimmt 
werden; diese Projectionen sind: 



w 



T T 



w cos (wq)=v cos {vq)z + v^ cos{i;i q) — - + t;2COs(z72()) j-273 + • • • 

«<; cos(i<;r) = v cos(vr) r + v^ cos{Vir) — + ^2 cosfar) q "!""- 

Die Coefficienten der Potenzen von r werden mit Hilfe 
der Formeln (7), (8), (9), (10) des vorhergehenden Capitels 
bestimmt^ Setzt man t == s, r = ^s, so folgt: 



*) Die ersten drei Glieder dieser Reihe hat Serret berechnet, s. La- 
croix, Traite äl^mentaire de calcul diff. et int., 7® ed., T. II, page 171. 
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ds 



,4 



+ 



• • • • < 



1 /is^ 
m; cos (M;p) == -- ~- + 



(2 



© 



Z^S" 



rfs 1.2.3 



+ 



+ 






a) 



9' 



(8) 



pr^J 1.2.3.4 



+ 



m; 



^ ^ ^r 1.2.3 ' 



2 

Lr 



<.)+.<■) 



Z/S^ 



1.2.3.4 



+ ... 



ds * Q ds - 

Die Formel (7) zeigt, dass, wenn der Bogen ^s unenduch 
klein ist, die DifiFerenz zwischen Bogen und Sehne unendlich 
klein von dritter Ordnung ist. Aus den Formeln (8) ist er- 
sichtlich: 1) dass die Differenz z^dschen der Sehne und ihrer 
Projection auf die Tangente unendlich klein von der dritten 
Ordnung, 2) dass die Projection der Sehne auf den Radius 
der ersten Krümmung unendlich klein von zweiter Ordnung 
und 3) dass die Projection auf den Radius der zweiten 
Krümmung unendlich klein von der dritten Ordnung ist. 

32, Aus den Formeln (7) und (8) lässt sich eine sehr 
einfache Formel zur annähernden Rectification jeder beliebigen 
krummen Linie herleiten. 

Nehmen wir an, der Bogen ^s sei so klein, dass man 
seine fünfte und höheren Potenzen vernachlässigen darf. Dann 
genügt es, in Formel (7) nur die ersten drei Glieder beizu- 
behalten; bezeichnet man dann mit q' den Radius der ersten 
Krümmung am Ende des Bogens ^s, so kann man statt 



& 



^ substituiren — 



ds 



oder 



w = ^s 



ds 

1 

24q= 



dadurch erhält man: 



Js 



3 



48/=^ ^^^ + 48^ 



^6-^ 



^^ = ^+^(7^ + ^)^^^-*) 



(9) 



*) Diesen Näherungswerth des Bogens gab Serret, Cours de calcul 
diff. et int. 1868. T. I, p. 396. 
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Es sei a die Projection der Sehne w auf die Tangente 
im Anfangspunkt des Bogens ^s und a die Projection 
von w auf die Tangente im Bndpunkt von ^s, Multiplicirt 
man dann die Formel (7) mit 3 und subtrahirt von dem Pro- 
ducte die erste der Formeln (8), so folgt: 



daher ist auch 






' 24 9 * 



Aus diesen beiden Ausdrücken folgt 

addirt man hierzu die Formel (9), so ergiebt sich 



folglich ist 



3^s = 4:W — ,, {a + a)? 



z/s = - IV — - {a + a) , 



3 6 

d. h. die Länge des Bogens einer Curve ist annähernd gleich 
vier Dritteln seiner Sehne vermindert um den sechsten Tlieil der 
Summe der Prqjectionen der Sehne auf die in den Endpunkten 
des Bogens an denselben gelegten Tangenten. 

Hieraus lässt sich die Huyghens'sche Formel —— 

zur Rectification des Kreisbogens ableiten, wenn man beachtet, 
dass in jenem Ausdruck J. die Sehne des ganzen und B die 
des halben Bogens bedeutet.*) 

33. Angenommen, die beiden Curven MA und MB 

(Fig. 22) haben einen gemeinsamen Punkt M und in diesem 

Fig. 22. Punkte eine Berührung von der Ordnung 

^^^^_^^^ a, die gleich der ganzen Zahl n oder 

M ^ zwischen den ganzen Zahlen n — 1 und 

n gelegen ist. Betrachtet man diese 

Curven als die Bahnen zweier Punkte m und m\ die zu der- 




*) De circuli magnitudine inventa. Siehe auch Isad Newtoni 
Opuscula, Lausanae et Genevae, 1764. pag. 320 uud J. Wallis, A treatise 
of Algebra, London, 1685. pag. 345. 
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selben Zeit t durch M hindurchgehen, so lassen sich die Be- 
dingungen ihrer Berührung unabhängig von irgend einem 
Coordinatensysteme folgendermassen ausdrücken: 

Die Geschmndigkeiten und die entsprechenden Beschleunigungen 
bis zur (n — 1)'^" Ordnung einschliesslich sind hei diesen beiden 
Bewegungen zur Zeit t geometrisch gleich. 

Beweis. Es seien v, v^, v^j , , . die Geschwindigkeit und 
die Beschleunigungen der ersten Bewegung, w, u^^ Wg» • • • ^i® 
Geschwindigkeit und die Beschleunigungen der zweiten Be- 
wegung zur Zeit t\ ferner seien MA und MB die von den 
Punkten m und vd in der unendlich kleinen Zeit r durch- 
laufenen Wege. Da wegen der vorausgesetzten Art der Be- 
rührung der unendlich kleine Abstand AB von der Ordnung 
a + 1 sein muss, so muss die Differenz der Sehnen MA und 
ifcf JS, die immer kleiner als AB ist, eine unendlich kleine 
Grösse von keiner niedrigeren Ordnung als a -f- 1 sein. Nach 
Formel (2) §. 30. hat man nun: 



Sehne MA = vr + ^v^r^ + . . . -f ^^ ^ Vn-ir*» + 9?, 



Sehne MB = i^r + i^i'«^^ + . . . + y-r w«_ir'» + 9?' . 

Soll aber die^ Ordnung der Differenz dieser beiden Grössen 
nicht niedriger als a + 1 sein, so ist erforderlich, dass 



U = Vf Ui = V^, . , . Un^i = Vn—l 

sei. 

34. Als Anwendung dieser Methode, die Bedingungen der 
Berührung darzustellen, wollen wir die Schmiegungskugel einer 
doppelt gekrümmten Curve in einem ihrer Punkte bestimmen, 
d. h. diejenige Kugel, auf der man eine Curve ziehen kann, 
die mit der gegebenen Curve eine Berührung dritter Ord- 
nung hat. 

Bezeichnet B denjenigen Radius der gesuchten Kugel, 
welcher nach dem die sphärische Curve beschreibenden Punkte 
m gezogen ist, so hat man infolge der Bedingung, dass die 
Länge von R constant bleiben soll, die Gleichungen: 

d(ß^_^ dHß^_r. d^m_ 
dt ^ dt^ ~ ^f dt"" ~ ^' 
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Betrachtet man nun jK^ als das Product RR = RR cos {ER) 
und diflferentiirt dieses letztere geometrisch, so folgt 



. RR^ = 0, RR, + RiR, = 0, RR^ + 3R,R^ = 0, 

wo Rij R^y jRj die geometrischen Derivirten des Radius R 
bedeuten. Nach der Bedingung aber, dass die sphärische 
Curve mit der gegebenen, vom Punkte m beschriebenen Curve 
im Punkte M eine Berührung dritter Ordnung haben soll, 
müssen jene Derivirten der Geschwindigkeit v und den Be- 
schleunigungen v^ und ^2 geometrisch gleich sein; dadurch 
gehen die obigen drei Gleichungen in die folgenden über: 

Rv cos {Rv) = 0, Rv^ cos{Rvi) -{- v^ = 0, 

Rv2 cos (RV2) + Svv^ cos (vvi) = 0. (1) 

Setzt man die Geschwindigkeit v = l, so hat man nach den 
Formeln (7), (8), (9), (10) des §. 28: 

v^ cos (v^v) = -jI = 0, V, cos (v^Q) = t;i = ^, 

^2 cos (v^q) = — ^ ^? «^2 cos(v2^) = ^; 
daher ist 

v^ cos {Rv^) = — cos {Rq), 

und die beiden ersten der Gleichungen (l) geben: 

cos (Ev) = 0, B- cos (Rq) +1=0. 

Die erste von diesen Gleichungen zeigt, dass R in der Normal- 
ebene liegt, die zweite giebt die Projection von R au/ den 
Radius der ersten Krümmung 

Rcos{Rq) = -^q (2) 

und zeigt, dass diese Projection dem Radius der ersten Krüm- 
mung entgegengesetzt gleich ist. 

Die dritte der Gleichungen (1) lässt sich schreiben 

Rv2 cos (^2^) cos (Rv) + R^2 cös (v2q) cos (Rq) 

+ Iiv2 COS (t'2^) COS (Rr) = 

und geht nun infolge der vorhergehenden Gleichungen über in 

^ + y JJ cos (Rr) = 0. 
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Hieraus erhält man die Projection von R auf den Radius der 
zweiten Krümmung 

B cos iRr) = -r^^. (3) 

Durch die beiden Projeetionen (2) und (3) ist aber die Richtung 
des Radius It der Schmiegungskugel und seine Grösse 

bestimmt. 

Die Gleichung (2) zeigt, dass das Centrum des Kreises der 
ersten Krümmung die Projection des Centrums der Schmiegungs- 
kugel auf die Ebene dieses Kreises ist. Der Kreis der ersten 
Krümmung ist daher der Durchschnitt der Schmiegungskugel 
mit der Ebene der ersten Krümmung. 

35. Ist der Mittelpunkt der ersten Krümmung, so nennt 
man die in diesem Punkte auf der Ebene der ersten Krümmung 
errichtete Senkrechte OC die Pollinie (Krümmungsaxe), weil 
jeder ihrer Punkte ein Pol des Kreises der ersten Krümmung 
ist, d. h. ein Punkt, der von allen Punkten der Peripherie 
dieses Kreises gleich weit absteht. Bei der Bewegung des 
Punktes m auf der gegebenen Curve erzeugt die Pollinie eine 
abwickelbare Fläche, .die man Polfläche (Enveloppe der Normal- 
ebenen) nennt. Die dabei vom Mittelpunkte der ersten Krümmung 
auf jener Fläche beschriebene Curve heisst lAnie der Mittel- 
punkte der ersten Krümmung; die Normalebene MOC der ge- 
gebenen Curve berührt die Polfläche längs der ganzen Pollinie. 
Der Berührungspunkt der Pollinie mit der Gratlinie der Pol- 
fläche ist der Mittelpunkt der Schmiegungskugel. 

Diese Eigenschaften der Curven lassen sich bekanntlich 
durch die Methode deg ünendlichkleinen sehr einfach beweisen. 
Ich will zeigen, dass sie ebenso leicht aus den Formeln der 
§§. 28. und 34. abzuleiten sind. 

Zunächst sei bemerkt, dass die Bedingung, welche er- 
forderlich ist, wenn eine Gerade durch ihre Bewegung eine 
abwickelbare Fläche erzeugen soll, darin besteht, dass die Ge- 
schwindigkeiten aller ihrer Punkte in einer und derselben 
Ebene liegen; hierzu genügt aber, dass die Geschwindigkeiten 

PC und ß zweier ihrer Punkte, des Anfangs- und Endpunktes 
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irgend einer auf ihr angenommenen Strecke u^ in einer und 
derselben Ebene liegen. Setzt man u = OC und ist a die 

• 

Geschwindigkeit des Punktes und ß die des Punktes C, so 

ist leicht zu beweisen, dass a und ß zu der Geschwindigkeit 

V des Punktes M senkrecht gerichtet sind und daher in der 

Ebene MOG liegen. Da nämlich v und a die Geschwindig- 
keiten des Anfangs- und Endpunktes des Radius der ersten 
Krümmung MO = q sind, so ist die geometrische Differenz 
dieser Geschwindigkeiten die geometrische Derivirte jenes Radius, 

d. h. 9i = a — V, Daher hat man: 

a cos {av) = q^ cos {q^v) + t', 

a cos {ag) = p^ cos (ppj, a cos {ar) == q^ cos (Pi^); 

aber nach den Formeln (6) §. 28. ist: 

(>iCos(9it;) = — V, PiCos(()ip) = ||, p^ cos(pir) = ^ 9; 
folglich wird 

a cos (av) = 0, a cos {clq) = -^, a cos (ar) + — p. (1) 
Hieraus ergiebt sich 



und cos {av) = 0, womit bewiesen ist, dass a auf v senkrecht 
steht. Man trage nun auf der Geraden OG vom Punkte 
aus eine Strecke auf, die dem Radius der zweiten. Krümmung 

r gleich und von gleichem Sinne mit ihm ist, und es sei ~ß 
die Geschwindigkeit des Endpunktes von r; dann ist die geo- 
metrische Derivirte dieser Strecke r^ = /3 — a; also: 
ß cos (Jßv) = Vy cos {r^v)^ ß cos (ßo) = r^ cos (t^q) -\- a cos («9), 

ß cos (ßr) = r^ cos {r^r) + a cos (ar). 
Die Formeln (6) §. 28. liefern aber 

r^ cos (r^v) = 0, r^ cos (r^p) = — 1;, r^ cos (r^r) == -^ ; 

folglich wird: 

^cos(,3t;) = 0, ßcoa{ßQ) = -v + % ^ cos (/Jr) = J, + 7 <». 

Man sieht hieraus, dass die Geschwindigkeit ß nicht gleich 
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Null ist und dass sie auf der Richtung von v senkrecht steht. 

Es sind also beide Geschwindigkeiten a und ß senkrecht zu v, 
und sie liegen daher in der Ebene MOC] folglich erzeugt die 
Gerade OC eine abwickelbare Fläche. 

Um auf dieser Geraden den der Gratlinie, angehörigen 
Punkt C zu finden, muss man eine solche Strecke ^0(7= w 

suchen, bei der die Geschwindigkeit ß des Eüdpunktes die 

Richtung von u hat. 

Da u^=^ ß — a und ß zw q senkrecht sein muss, so ist 

Uy^ cos (ii^o) == — « cos (ap), 
oder 

-{-^0 .u = a cos («(>),• 

wo S die Winkelderivirte von u bedeutet. Dieselbe ist aber 

die Winkelderivirte des Radius der zweiten Krümmung r; 

denn u ist parallel zu r; also ist = — . Nun ist nach 

Formel (1) ~a Q.os{aQ) = -^] folglich ist, vorausgesetzt^ dass q 
mit t zugleich wächst*): 

V dg 

r dt ' 

hieraus folgt: 

^^—vdt—^ ds' W 

Dies ist die Projection des Radius R der Schmiegungskugel 
auf die Pollinie, mit deni entgegengesetzten Zeichen genommen; 
also befindet sich der Anfangspunkt des Radius JS, d. h. der 

Mittelpunkt der Schmiegungskugel, im Endpunkte von u, d. h. 

auf der Gratlinie der Polfläche. Die Bedingung u^ = ß — a 
giebt noch: 

ß cos {ßr) = -- -f- a cos.(ar), 

oder 

±P— dt + r ^• 



*) Zur Vermeidung des doppelten Vorzeichens im Resultate wollen 
wir voraussetzen, dass q zugleich mit t und mit dem vom Punkte m 
durchlaufenen Wege s wächst, was oflFenbar erlaubt ist, da die Bewegung 
dieses Punktes auf der gegebenen Curve willkürlich ist. 
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Die Grösse ßdt ist das DiflFerential des Weges tf, den der 
Punkt C in der Zeit t auf der Gratlinie zurücklegt; also ist 



d6 = + 



r 



+ <^^^M 



Da jRj = V — ß, so ist: 

V '^^- = - ßcos(Eß) = + /3cos(JRr). 

Man sieht hieraus, dass, wenn j3 = 0, v: =0 und R = Const. 

ist. In diesem Falle geht die Gratlinie der Polfläche in 
einen Punkt über und die gegebene Curve ist eine sphärische. 
Doch genügt die eine Bedingung, dass R = Const., nicht, damit 
die Curve eine sphärische ist; denn dann ist zwar/3 cos(iZr)=0, 
aber es kann der Fall eintreten, dass ß nicht für jede 
Zeit t gleich Null ist, d. h. dass der Mittelpunkt der Schmie- 
gungskugel keine constante Lage hat. In diesem Falle ist 

cos (Rr) = und dies erfordert, dass ^ ^^ = ist. Dann be- 
findet sich der Mittelpunkt der Schmiegungskugel im Mittel- 
pimkt der ersten Krümmung 0. Da r überhaupt nicht gleich 
Null sein kann (dies kann nur für singulare Punkte der Fall 

sein), so ist ;t^ = 0, d. h. der Radius der ersten Krümmung 

Ol s 

hat constante Länge; dabei ist, wie aus Gleichung (1) er- 
sichtlich, acos(a(>) = 0, d.h. die Pollinie berührt die Linie 
der Mittelpunkt«; folglich ist diese Linie die Gratlinie der 
Polfläche. 

Wenn zugleich mit t^ = auch r = oo ist für jedes s, 

so ist die Curve ein Kreis vom Radius (>; dann ist a == 
und ß = und daher ist die Gerade OC unbeweglich. Dabei 

nimmt der Ausdruck R^ = q^ -{- r^ i-^) eine unbestimmte 

Form an und der Radius R der Schmiegungskugel kann jeden 
beliebigen Werth haben. Ist jedoch bei r = oo die Derivirte 

^ nicht gleich Null, so ist die Polfläche cylinderisch und 

def Radius der Schmiegungskugel unendlich gross. 
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VI. Oapitel. 

Geometrische Differentiation nach verschiedenen Variablen. — Geo- 
metrische Variationen. — Die geodätische Linie. — Die Brachistochrone. 

Wenn die Gerade u von zwei von einander unabhängigen 
Variablen t und x derart abhängt, dass Grösse und Richtung 

von u sich zugleich mit t bei constantem x ändern können 

und ebenfalls zugleich mit x bei constantem t, so ist ti eine 
geometrische Function der beiden Variablen t und x. Von 
einer solchen Function lassen sich geometrische Derivirte ver- 
schiedener Ordnungen bilden und zv^ar entweder nur nach ty 
oder nur nach x^ oder nach beiden Variablen. 

Wir wollen nun mit D^.D? u die geometrische Derivirte 
^ter Ordnung nach x von der geometrischen Derivirten w*®' 

Ordnung nach t der gegebenen Function u bezeichnen. Wenn 

die Function u für jeden Werth von t und x nur einen einzigen 
bestimmten geometrischen Werth hat, d. h. wenn die Function, 
wie man sagt, einwerthig (monodrom) ist, so ändert die geo- 
metrische Derivirte ihren Werth nicht, wenn man die Reihen- 
folge der DiflFerentiationeh nach t und x ändert, d. h. es ist: 

DtDx ti = JDxBt u. 

Zum Beweise wollen wir annehmen, dass die Function 

OM = ti (Fig. 23) beim üebergange von t in t -{- t das geo- 

Fig. 23. metrische Increment MM' = Jt'^ erhält 

...-^ und beim üebergange von x in x -\- a 

f^f'.'. / / \ das Increment M^l = Jx w. Die Strecke 

^t- / / yy OM' = u -\- ^t"^ g^ht, wenn a; zu x -\- a 
\ \ / y^^' wird, über in 



^\^ OP = W + "^tU + ^xU + ^X^tUy 

und infolge der Einwerthigkeit der 

Function u erhält 0^ denselben Werth, wenn t in t -}- r 
übergeht; folglich ist: 



tl -f- ^tf(^ + ^a;W -f- z/a:Z//^/ = U + ^x'fl + ^/^ + ^t^x^. 
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Dazu ist aber erforderlich, dass: 



^t^d^ti = Z/j;Z//i(. (1) 



Zieht man (iQ = MM' und MQ=M^y so folgt: 



Auf Grund von §. 30. kann man das Increment ^^w als 
geometrische Summe darstellen: 



/j^U = xDtU + Sm 



wo Sr* die geometrische Summe aller Glieder bezeichnet, die 
höhere Derivirte von \i nach t enthalten. Geht x in a; + « 
über, so erhält die geometrische Derivirte D<w das Increment 



aDjcDtU + ^«^? 



und It^ erhält das Increment 



(a2),g + a>a')T', 



WO r^a^ alle Glieder mit Derivirten höherer Ordnung von 

DfU nach x enthält, und cdo^ alle Glieder mit Derivirten 
höherer Ordnung von | nach X] folglich ist: 



wo 6 eine geometrische Summe von Gliedern von der Form 

aa^T"" ist, wenn m -\- n^ 2. 
Ebenso findet man 



wo s' dieselbe Form wie e hat; folglich liefert die Gleichung (1) 



xaDxDtU -}- £ = KtDtDxU + a'; 

daraus folgt, wenn man mit ar dividirt und « == 0, r = 
setzt: 

DtDxU = DxDtti. 

In dieser Gleichung liegt aber der Beweis des obigen 
Satzes. Aus ihr "ergiebt sich als Folgerung, dass allgemein 



Dt DxU = DxDt u. 
Das totale Increment der Function Uj das von dem gleich- 
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zeitigen üebergang des x in x -^ a und des t in t -{- r her- 
rührt, ist 



= aDxU -\-xDtU-\-^{a^Bx^u-\-2atDxDtU + x^Bi^u\ + • • • ; 

dasselbe entspricht dem nach der Taylor^schen Formel in 
eine Reihe entwickelten Increment einer analytischen Function 
von zwei Variablen. Bei unendlich kleinem a ist die Strecke 

aDxU das partielle geometrische Differential der Function n 

nach Xf und bei unendlich kleinem r ist tDtti das* partielle 

Differential von u nach t] ihre Summe 



du = aDsgu + xDtU 

ist das totale geometrische Differential von u, üeberhaupt 
kann man totales geometrisches Differential der w*®" Ordnung 
die Strecke 



d^u = a^Blu + na^-^xBT^DtU + ... + x^'B^u 

nennen. Mit einem Worte, alles was von der Differentiation 
der analytischen Functionen mehrerer Variablen gilt, lässt sich 
auch auf die geometrische Differentiation der geometrischen 
Functionen von mehreren Variablen ausdehnen. Man kann 



das Increment MM' = Jt'^i als eine mit x zugleich ver- 
schwindende geometrische Function des Increments x der Va- 
riablen t betrachten. Die Derivirten BtU, Btii , . , sind das- 
selbe wie 



das heisst, sie sind die geometrischen Derivirten von MM' 

nach r, und xBtU ist das geometrische Differential von MM' 
nach r für r = 0. 

Da dieses Differential aus dem Ausdruck 



MM'^xBtU + ^x'' 

durch Vernachlässigung der von höherer Ordnung unendUch 

kleinen Grösse ^x^ hervorgeht, so kann man, bei den Beweisen 
der verschiedenen Sätze nach der Methode des Unendlich- 



kleinen der grösseren Anschaulichkeit halber MM' für 
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xBtU = tDfMM' setzen, wobei in den Rechnungen die geo- 
metrische Differenz dieser Grössen vernachlässigt wird. Ebenso 

kann man bei unendlich kleinem a die Strecke M^ für aDxU oder 

aJDaMfi nehmen, indem man in den Rechnungen die geometri- 
sche Differenz dieser Grössen vernachlässigt. Die geometrische 

Derivirte zweiter Ordnung aDtBxti' = DtCcDaMfi kann man 
mit Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen höherer Ord- 
nung als die geometrische Derivirte DtMfi annehmen, welche 
die geometrische Differenz der Geschwindigkeiten der Punkte 

ft und M ist. Ebenso kann man rDxDtU als die geometrische 

Derivirte DxMM' ansehen, welche die geometrische Differenz 
der Geschwindigkeiten der Punkte M' und M ist, wenn die 
Variable x als die Zeit betrachtet wird. 




37. Wählt man für M^l eine beliebige geometrische Function 
B von zwd Variablen t und a (« und e als unendlich klein 
vorausgesetzt), und lässt man ihren Anfangspunkt M (Fig. 24) 
sich auf einer gegebenen Trajectorie AB bewegen, so beschreibt 
Fig. 24. der Endpunkt ft dabei eine gewisse Trajectorie 
ÄB^j die sich von AB unendlich wenig unter- 
scheidet, so dass für a = die Linie ^'^ in 
allen Punkten mit AB zusammenfällt; daher kann 
man ÄB^ als eine Verschiebung der Linie AB betrachten, 
die durch Verschiebung jedes ihrer Punkte M um eine gewisse 

beliebige unendlich kleine Strecke e = Mfi entstanden ist. 

Wir wollen s die Variationsverschiebung des Ptmktes M nennen, 
und die Linie ^^ die Variationsverschiebung der lAnie AB, 
Die geometrische Differenz der Geschwindigkeiten der Be- 
wegungen von ^ und M ist die geometrische Derivirte erster 
Ordnung der Verschiebung Mfi bezüglich t und wie im vorigen 
Paragraphen gesagt wurde, kann dieselbe als das geometrische 
Differential der Geschwindigkeit des Punktes M bezüglich a 
angesehen werden. Ebenso ist die geometrische Differenz der 
Beschleunigungen der (n — 1)*®^ Ordnung bei der Bewegung 
der Punkte ft und M die geometrische Derivirte der n^^ Ord- 
nung bezüglich t von der Verschiebung M^ und kann als das 
geometrische Differential bezüglich a von der Beschleunigung 

Somoff, Mechanik. I. Q 
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der {n — 1)^^ Ordnung bei der Bewegung des Punktes M an- 
gesehen werden. Wenn man also die geometrische Dififeren- 

tiation nach a durch das Zeichen S andeutet, so hat man: 

Das geometrische DiflFerential nach a wollen wir geo- 
metrische Variation nennen. Es ist also die geometrische De- 
rivirte w'^'' Ordnung na^h der Zeit t von de>* Variationsverschiebung 
e gleich der geometrischen Variation der Beschleimigwng (n — 1)'^'* 
Ordnung hei der Bewegung des Punktes M. Die Grössen: 

Sv = £1 cos («1 V), Sv^ = £2 cos («2^1); • • • *^n— 1 = Sn COS (SnVn—i) 

sind die analytischen Variationen der Geschwindigkeit und der 
Beschleunigungen der Bewegung des Punktes M. Aus den Aus- 
führungen des vorhergehenden Paragraphen geht hervor, dass 

d. h. die geometriscJie Derivirte w'*'* Ordnung nach der Zeit von 
der geometrischen Variation m'*'* Ordnung der Verschiebung s = M^ 
ist die geometrische Variation (m + l)'^** Ordnung von der Be- 
schleunigung (n — 1)'^ Ordnung bei dm* Bewegung des Punktes 
M. Hier bleibt die Zeit t bei der Verschiebung von M nach 
ft constant, d. h. sie erleidet keine Variation. Man kann aber 
auch eine Variationsverschiebung | = Mv (Fig. 24) betrachten, 
bei der die Variable x constant bleibt, während t sich ändert 

Zwischen den Variationsverschiebungen | und s existirt eine 
gewisse Abhängigkeit, die in folgendem besteht. Wenn der 
Punkt ft in der Zeit f nach v kommt und der Punkt M in 
derselben Zeit, auf der Linie AB fortschreitend, nach M' 
gelangt, so ist die Verschiebung Mv die geometrische Summe 
der Verschiebungen M^ und MM\ Die Zeit t' ist eine Function 
der Variablen a und x und wird für a = zu t] vernach- 
lässigt man daher unendlich kleine Grössen von höherer 
Ordnung als C3C, so muss man f — t = St und MM' = vät 
setzen; folglich ist: 

I = 5 -j- vdt. 

Ausser den hier dargelegten Analogien zwischen den geo- 
metrischen und analytischen Derivirten und Variationen giebt 
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es noch andere, die ich für überflüssig halte anzuführen. Zur 
weiteren Erläuterung der letzten Paragraphen sollen hier zwei 
Aufgaben aus der Variationsrechnung gelöst werden. 

38. Die geodätische Linie, Stellen wir uns die Aufgabe, 
die Eigenschaften der kürzesten unter allen Linien zu finden, 
die man auf einer gegebenen Fläche (ß) zwischen zwei Punkten 
A und B ziehen kann. Nehmen wir an, der Punkt m bewege 
sich gleichförmig mit einer Geschwindigkeit v = \ von A 
nach By so wird er die kürzeste Linie in der kürzesten Zeit 
durchlaufen; denn die Zeit t ist dann dem durchlaufenen Wege 
s gleich. Es sei AMB (Fig. 25) die kürzeste Linie und 
AfiB ihre Variations Verschiebung, so dassüf/t die Verschiebung 
Fig. 25. eines ihrer Punkte bei constantem t ist. 

_^^^ — ^ Dabei wollen wir annehmen, dass A^B 

A^^^^id ^ keine singulären Punkte besitzt und 

dass Jf/A im Punkte A gleich Null ist. Bezeichnen wir nun 
mit 5 die ganze Länge AMB und tragen wir auf der Linie 
A^B die Länge A^iB' = s auf. Der übrige Theil BB' 
dieser Linie ist das Variationsincrement der Länge s und 
gleich 

Wegen der Bedingung, dass die Länge s ein Minimum 
sein soll, muss ihre erste Variation ds gleich Null sein, und es 
ist daher BB' eine unendlich kleine Grösse höherer Ordnung 
bezüglich der Veränderlichen a, von der die Verschiebnng £ ab- 
hängt. Und da man BB' als Variationsverschiebung des 
Punktes B ansehen kann und äs das geometrische Differential 
von s nach ä ist, so ist s im Punkte B gleich ds und folglich 
gleich Null. Nach der Formel für die Differentiation eines 
geometrischen Productes hat man: 

wo €i = dv und s^cos (s^v) = dv ist. Da sowohl die Ge- 
schwindigkeit der Bewegung des Punktes /*, als auch die des 
Punktes M gleich 1 ist, so verändert die Geschwindigkeit v 
durch die Verschiebung Mfi ihre Grösse nicht; folglich ist 

Sv = und Sj^v = vdv = 0; daher wird 

6* 
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d'Vs — , d'Vs 



dt =^i«oder ^ = v,e, (1) 

wenn man s = t setzt. Nimmt man hiervon das Integral von 
bis s, so folgt 

s a 

V£ = j Vj^B COS (ViS) dSj 




WO 



V£ die Differenz der Werthe des geometrischen Productes 







vecos(v£) in den Punkten J5 und Ä bedeutet. Dieselbe ist 
gleich Null, weil für diese Punkte e = ist; folglich hat man: 






Vj s cos (vj e) ds = (2) 

ü 
Dies erfordert aber, dass 

Vj^s co&(v^s) = (3) 

sei für jeden Punkt M der Linie ÄJB, Wäre nämlich diese 
Bedingung nicht erfüllt, so wären nicht alle Elemente des 
Integrals (2) gleich Null, und in diesem Falle könnte man s 
oder die Linie Ä^B so wählen, dass alle diese Elemente das- 
selbe Zeichen hätten; dann könnte aber die Gleichung (2) 
nicht bestehen. Die Gleichung (3) zeigt, dass v^ auf s senk- 
recht stehen muss; v^ ist aber auch senkrecht zur Tangente 
der Linie AMB im Punkte Jf, weil die Componente von v^ 

auf dieser Tangente, d. h. ^ , als Derivirte der constanten 

Grösse v = 1, gleich Null ist; folglich ist v^ senkrecht auf 
zwei Geraden, welche die Fläche (S), auf der die Linie AB 
liegt, im Punkte M berühren; daher ist v^ normal zu dieser 
Fläche. 

Die Richtung von v^ ist zugleich die Richtung des Radius 
Q der ersten Krünmiung der Curve AMB im Punkte Jf; 
also Jiat die kürzeste Linie AMB die Eigenschafty dass in jedem 
ihrer Punkte der Badius q der ersten Krümmung zu der Fläche^ 
auf der diese Linie liegt ^ normal ist Man nennt überhaupt 
jede Linie, die diese Eigenschaft hat, eine geodätische lAnie; 
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die kürzeste Linie zwi^clien zwei gegd>enen Punkten auf einer 
Fläche ist also die geodätische. 

Doch ist nicht jede geodätische Linie die kürzeste zwischen 
zweien ihrer Punkte. Es kann vorkommen; dass die geodätische 
Linie länger ist als die benachbarten, durch zwei ihrer Punkte 
Ä und B gelegten anderen Linien^ oder dass sie zwar kürzer 
ist als einige, aber länger als andere und einigen gleich. Wenn 
nämlich der Radius q der ersten Krümmung in jedem Punkte 
M der Linie AMB zu der Fläche (S) normal ist und wenn 
diese Linie die Bahn eines mit der Geschwindigkeit t; = 1 
fortschreitenden Punktes ist, so ist die Beschleunigung v^ 
normal zur Fläche (ß) und daher senkrecht zu jeder Variations- 
verschiebung £; folglich ist v^co^{v^6) = 0; dadurch erhält 



man aus Gleichung (1) -j- = und 

CvS 



V6 = 0] setzt man 



also f = im Punkte A, so ist im Punkte B gleichfalls « = 0; 
in diesem Falle ist aber die DiflFerenz 

BB' = ÄiiB — AMB =.8s-{-id^s + ... 

eine unendlich kleine Grösse höherer Ordnung bezüglich a; 
dazu ist erforderlich, dass ds = sei, und dann hängt das* 
Zeichen von BB' von dem Zeichen der ersten nicht ver- 
schwindenden unter den Variationen d^s, d^s, .. . ab. Ist 
diese Variation von gerader Ordnung, so hat BB' das Zeichen 
+ oder — für alle Variations Verschiebungen A^B] ist da- 
gegen die erste nicht zu Null werdende von den Variationen 
*^5, ö^Sy ... von ungerader Ordnung, so ist BB" für einige 
Variationsverschiebungen positiv, für andere negativ und kann 
für einige Verschiebungen zu Null werden. Die geodätische 
Linie AB auf der Kugelfläche ist ein Bogen eines grössten 
Kreises und wird nur dann zur kürzesten Linie, wenn AB 
< 18(y^ ist.*) 



*) Jacobi hat gezeigt, dass es far die Länge der geodätischen Linie 
eine Grenze geben kann, über welche hinaus dieselbe die Eigenschaft; 
eines MinimnmB verliert, nämlich wenn alle von demselben Punkte aus- 
gehenden geodätischen Linien eine Enveloppe haben: dann bewahrt die 
geodätische Linie nur bis zum Berührungspunkte mit dieser Enveloppe 
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39. Auf Grund der Eigenschaft, das der Radius der ersten 
Krümmung der geodätischen Linie zu der Flüche, auf der sie 
gezogen ist, normal ist, kann man ihre Gleichung finden; 
wir werden später eine allgemeine Methode dafür zeigen; 
jetzt wollen wir uns darauf beschränken, die geodätische Linie 
auf einer Rotationsfläche zu bestimmen. Es sei (Fig. 26) 
FO die Rotationsaxe der Fläche, DM der durch einen be- 
liebigen Punkt M der geodätischen Linie 
AB hindurchgehende Meridian, ME der 
durch denselben Punkt gehende Parallel- 
kreis, CM der Radius dieses Kreises, 
QB eine beliebige zur Axe OP senkrechte 
Ebene, ihr Durchschnitt mit dieser 
Axe, Ä, M' und ÄS die Projectionen 
der Punkte Ay M und der geodätischen 
Linie AB auf diese Ebene; endlich sei 
/ J-"'"' / OM = r und ÄOM = q>. Die Normale 
/q j im Punkte M der Rotationsfläche liegt 

bekanntlich in der Meridianebene DM\ 
daher befindet sich auch der Radius der ersten Krümmung 
der geodätischen Linie in dieser Ebene; folglich fällt seine 
Projection in den Radiusvector ilf'O. Die Projection der Be- 
schleunigung v^ (bei der Bewegung des Punktes M auf der 
geodätischen Linie mit der Geschwindigkeit i; = 1) fällt auch 
mit WO zusammen und repräsentirt die Beschleunigung erster 
Ordnung Bei der Bewegung des Punktes M' auf der Curve 
AB^,*) In §. 22. haben wir gesehen, dass, wenn die Be- 




die Eigenschaft des Minimums und verliert dieselbe weiterhin. Eine 
solche Grenze kann nur auf einer convexconvexen Fläche, wie z. B. auf 
dem Ellipsoid, in jedem Punkte existiren. Die abwickelbaren und die 
concavconvexen Flächen haben keine solche Grenze. Vorlesungen über 
Dynamik S. 46. Journal von Grelle. T. 17. M(^canique analytique. Paris 
1855. T. 2. Note VI. 

*) Die geometrische Differenz der Beschleunigungen erster Ordnung 
der Punkte M und M' ist die geometrische Derivirte zweiter Ordnung 
des projicirenden -Perpendikels M'M. Und da sich die Richtung dieses 
Perpendikels nicht ändert, so haben alle seine geometrischen Derivirten 
die Richtung der Geraden M'M^ und daher sind ihre Projectionen auf 
die Ebene QB gleich Null; folglich ist die geometrische Differenz der 
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schleunigung erster Ordnung die Richtung des von einem 
festen Punkte nach einem beweglichen gezogenen Radius vectors 
hat, die von diesem Radiusvector beschriebene Fläche der Zeit 
der Bewegung proportional ist; folglich ist die Sectorenfläche 
A'OM' der Zeit t oder (da ^ = 5 ist) der Strecke ÄM=s 
proportional. Bezeichnet man mit c das constante Verhältniss 
der Sectorenfläche zu dem entsprechenden Bogen, so ist: 

^r^d<p = cds, (1) 

Wählt man ferner zur Bestimmung der Lage des Punktes 
M auf der Rotationsfläche die Polarcoordinaten r, 9? und das 
projicirende Perpendikel M'M = ^ , so hat man aus der 
Gleichung der Fläche 

^ = fir). 
Das Bogendiflferential ds der geodätischen Linie lässt sich 

• 

zerlegen in das Differential rdq) des Bogens des Parallel- 
kreises ME und in das Differential des Bogens des Meridians 

y dr^ + dz^ = ]/ 1 + [jT (r)]^ dr, und da diese Componenten 
auf einander senkrecht sind, so ist 

ds = V r^dq>^ + {T+"ir(^pyä7"; 
folglich geht die Gleichung (1) über in: 

r^d(p^ = 4c2 (r^dq)^ + { 1 + [fW]' } dr^)-, 

daraus ergiebt sich 



d<p '■ 


-2c i 


2cVl + [/'(r)P 


. dr 


r 
r9 




-^ _ . 


/yi + [rwr. 


dr 



und 



j r Yr^- 4c« ' ^ • 

»•0 

wo Tq == OÄ' ist und wo man das Zeichen + oder — nehmen 

muss, je nachdem 9? bei wachsendem r wächst oder abnimmt. 

Dies ist die Gleichung des Cylinders, der die geodätische 

Linie auf die Ebene QR projicirt; in Verbindung mit der 



Projectionen der Beschleunigungen der Punkte M und M' auf die Ebene 
QE gleich Null, d. h. die Projection der Beschleunigung v^ ist gleich 
der Beschleunigung des Punktes M\ 
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Gleichung der Rotationsfläche s = f(r) stellt die Gleichung (2) 
die geodätische Linie selbst dar. Die Länge AM der geo- 
dätischen Linie ist durch das Integral ausgedrückt: 

r 

s=^+ fiij±im^ . (3) 

»0 

Der Winkel C3C, welchen die Tangente der geodätischen 
Linie AB im Punkte M mit der Tangente des Meridians FD 
in demselben Punkte bildet, nennt man das Azimuth der geo- 
dätischen Linie im Funkte M, Da 

rdq) = sin« . ds, 

so hat man nach Gleichung (1) 

2c 
sm a = — , 

d. h. das Ajsimuth ist dem Eadius des entsprechenden Farallel- 
Tcreises umgekehrt proportional. Diese Eigenschaft der geodätischen 
Linie hat Clairaut*) gefunden. Wir empfehlen die Formeln 
(2) und (3) auf den geraden Kegel, das Rotationsellipsoid und 
die Ringfläche anzuwenden. 

40, Die geodätische Linie auf einer abwickelbaren Fläche 
verwandelt sich in eine Gerade, wenn man die Fläche in eine 
Ebene ausbreitet; denn jede auf einer solchen Fläche gezogene 
Curve ändert bei der Abwickelung ihre Länge nicht, und es 
ist daher diejenige Curve, die sich bei der Abwickelung in 
eine Gerade verwandelt, die kürzeste Linie zwischen irgend 
zwei Punkten der Fläche. 

Wir haben im §. 29. gesehen, dass das rechtwinklige 
Axensystem, welches von der Tangente und den beiden Haupt- 
normalen in einem beliebigen Punkte M der gegebenen Curve 
gebildet wird, eine Momentanaxe der Rotation hat, die man 
die rectifidrende Gerade nennt und welche in der durch die 
Tangente und die zweite Hauptnormale gehenden Ebene liegt. 
Bei der Bewegung des Punktes M auf der gegebenen Curve er- 
zeugt die rectificirende Gerade eine geradlinige Fläche; dieselbe 
ist immer abwickelbar; denn die Geschwindigkeit i; des Punktes 



'*') M^moires de rAcad^mie des Sciences de Paris, 17B3. 
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M und die Geschwindigkeit des Endpunktes einer der Rotations- 
winkelgeschwindigkeit 0=1; | -5 + -5 j 2 gleichen und auf der 

rectificirenden Geraden von M aus abgetragenen Strecke liegen 
in derselben Ebene. Dies lässt sich leicht auf folgende Art 
beweisen. Die geometrische DiflFerenz dieser Geschwindigkeiten 
ist die geometrische Derivirte m^ der Strecke o, und nach 
der zweiten Formel unter (6) §. 28. ist die Projection von o^ 
auf Q gleich Null; folglich liegt ©i in der Ebene der Geraden 

V und r. Daher liegt die Geschwindigkeit des Endpunktes 

von cö; weil sie aus ©i und einer Geschwindigkeit gleich v 
zusammengesetzt ist, in derselben Ebene, wie die Geschwindig- 
keit V und die Gerade 0. Die rectificirende Gerade erzeugt 
also eine abwickelbare Fläche; diese Fläche umhüllt alle Lagen 
derjenigen Ebene, in welcher die Tangente und die zweite Haupt- 
normale liegen und die man die rectificirende Eiene nennt. Die 
gegebene Curve ist eine geodätische Linie auf dieser Fläche; 
denn ihr Radius der ersten Krümmung q bleibt normal zu 
der Fläche. Es verwandelt mh also jede Curve bei der Ab- 
tmcJcelung der Enveloppe ihrer rectificirenden Ebene in eine gerade 
Linie. Betrachtet man die Curve als ein aus unendlich kleinen 
Seiten bestehendes Polygon, so kann man sagen, dass' durch 
eine Rotation um die rectificirende Gerade o zwei Seiten dieses 
Polygons in eine gerade Linie ausgestreckt werden; durch 
successive Rotationen um die Geraden o wird also die 
ganze Curve rectificirt. Daher kommt denn auch der Name 
jener Geraden o. 

41. Die geodätische Linie auf einer krummen Fläche 
bietet in vielen Beziehungen Analogien mit der geraden Linie 
in der Ebene dar; und die eine andere Curve auf derselben 
Fläche berührenden geodätischen Linien haben Aehnlichkeit 
mit den geradlinigen Tangenlen an eine ebene Curve. Diese 
Aehnlichkeit führt auf den Begriff der geodätischen Krümmung 
der gegebenen Curve. 

Es sei (Fig. 27) ÄJB eine nicht geodätische, CD eine 
geodätische Curve, welche die erstere im Punkte M berührt. 
Der Winkel, den die Tangenten dieser Curven in den dem 
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I 

Punkte M unendlich nahen Punkten M' und M^ mit einander 
einschliessen, entspricht dem Contingenzwinkel einer ebenen 

Curve, d. h. er würde der Contingenz- 
winkel sein, wenn AB eine ebene 
Curve und CD eine Gerade wären. 
Dieser Winkel heisst der geodätische 
Contingen^winJcel] in seinem Ausdruck 
vernachlässigt man unendlich kleine 
Grössen höherer Ordnung.*) 
Das Verhältniss des geodätischen Contingenzwinkels zum 
Bogendifferential der Curve AB heisst die geodätische Krüm- 
mung und das reciproke Verhältniss der Badim der geodätischen 
Krümmung, Es ist leicht, einen Ausdruck jFür diese Krümmung 
zu finden. 

Man ziehe zu diesem Zwecke im Punkte M eine beliebige 
Tangente Mx an die Fläche (S), auf der die Curven AB und 
CD liegen; es sei dann mit x eine der Einheit gleiche, auf dieser 
Geraden Mx abgetragene Strecke, mit Xj^ die geometrische 
Derivirte von x und mit (p der Winkel bezeichnet, welchen 
die Richtung von x mit der Tangente der Curve AB im 
Punkte M oder mit der Richtung der Geschwindigkeit v einer 
beliebigen Bewegung des Punktes M auf AB bildet. Nach 
der Formel (d) §. 24. für die Differentiation der Projectionen 
hat man 



oder 



/ V d {v cos (vx)} / V 

Vi cos {v^x) = —^ — ^T^ — - — x^v cos {vx^) 

- cos (fix) = — sm 9 -— — a?! sm 9? , 



(a) 



wenn man v = 1 setzt und mit q den Radius der ersten 
Krümmung der Curve AB bezeichnet Bedeutet ferner q den 
Radius der ersten Krümmung der geodätischen Curve CD 



*) Wenn man die Curven AB und CD als Polygone von unendHch 
kleinen Seiten betrachtet, so kann man sagen, dass beide Curven eine 
gemeinsame Seite M^ haben und dass die auf diese folgenden Seiten 
NM' und NM^ divergiren und den unendlich kleinen Winkel M' NM 
bilden, den man als geodätischen Contingenzwinkel ansehen kann. 
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und d\ den entsprechenden Werth von d^>^ so erhält man 
aus derselben Formel 

1 f * \ • d w 

-7 cos (fix) = — sin q) -^ — ^i sin 9) ; 

bei der geodätischen Linie ist aber die Richtung von qf immer 
normal zur Fläche (ß), also senkrecht auf x-^ daher ist: 

Od w 
= — sm 9) -^ x^ sm q). 

Dabei hat x^ denselben Werth sowohl für die Curve AB 

als auch für CD*) 

Subtrahirt man diese Gleichung von der Gleichung (a), 

so folgt: 

1 / N d w — dw . 

- COS (qx) = ^^^ -^- sm (f. 

Nimmt man nun für x die zu der gemeinsamen Tangente 
der Curven AB und CD im Punkte M senkrechte Richtung; 
so ist sin 9 = 1 und 

1 /■ \ d (x> — dw 

— COS (qx) = --^-j . 

9 ^^ ^ da 

Hier ist +(^9 — ^9^) offenbar dasselbe, was wir den 

geodätischen Contingenzwinkel nannten und + ^7" — ~ ist 

also die geodätische Krümmung. Das reciproke Yerhältniss 
ist der Radius der geodätischen Krümmung, den wir mit g 
bezeichnen wollen. Trägt man die Länge g vom Punkte M 
aus in der Richtung von x oder in der entgegengesetzten auf, 



*) Davon kann man sich folgendermassen überzengen. Angenommen, 
Mx berühre eine gewisse Cnrve, die sich anf der Fläche {S) bewegt nnd 
zur Zeit t -^ dt die Curven AB und CD in den Punkten M und M^ 
schneidet. Femer sei Mx' eine Parallele zu der Richtung, welche Mx 
annimmt, wenn M nach M' gelangt, und Mx*' eine Parallele zu der 
Richtung, die Mx beim üebergange des Punktes M in M^ annimmt. 
Die Winkel xMx und xMx" sind von derselben, der Winkel x' Mx" 
aber von höherer Ordnung unendlich klein; denn der letztere ist gleich 
dem Winkel der in den Punkten M' und M^ an den Bogen M' M^ ge- 
legten Tangenten; jener Bogen M' M^ aber ist unendlich klein von der 
zweiten Ordnung; folglich ist die Differenz der Winkel xMx' nnd xMx" 
ebenfalls von höherer Ordnung und ihre Verhältnisse zm dt haben daher 
dieselbe Grenze x^. 
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je nachdem d'fp — d^) positiv oder negativ ist, so hat man 
jedenfalls 

-^cos(p(7) = i, 

folglich 

g cos {Qg) = Q , 

d. h. der Badius der ersten Krümmung jeder beliebigen auf einer 
gegebenen Fläche (S) vermehneten Curve ist die Projection des 
Badius der geodätiscJien Krümmung auf die erste Hauptnormale, 
wenn man dessen Länge auf der in die Tangentenebene der 
Fläche (S) fallenden Normale der Curve aufträgt 

Mit Hilfe dieses Satzes lässt sich g bestimmen, wenn q be- 
kannt ist. Zu diesem Zwecke errichtet man im Mittelpunkte 
der ersten Krümmung ein Perpendikel auf der Ebene der ersten 
Krümmung und bestimmt dessen Schnittpunkt mit der Tan- 
gentenebene der Fläche (ß) im Punkte M. Diesen Schnitt- 
punkt kann man den Mittelpunkt der geodätischen Krümmung 
nennen und sein Abstand vom Punkte M ist der Radius der 
geodätischen Krümmung. 

Aehnlich, wie für die Gerade der Krümmungradius un- 
endlich gross ist, wird für die geodätische Linie der Radius 
der geodätischen Krümmung g unendlich; denn es wird 
d'q> — e?9? = 0. 

42, Wir wollen nun noch eine höchst wichtige, von Gauss 
gefundene Eigenschaft der geodätischen Linien beweisen. Legt 
man nämlich durch die Punkte einer beliebigen auf einer Fläche 
(S) liegenden Curve (C) normal zu dieser geodätische Linien^ 
oder zielit man von eitietn beliebigen auf der Fläche (S) ge- 
legenen Punkte A nach den Punkten der Curve (C) geodätische 
Linien und mmht man dieselben sämmtlich gleich lang, so liegen 
ihre Endpunkte auf der orthogonalen Trajectorie des Systems 
der geodätischen Li/nien. 

Zum Beweise dieses Satzes wollen wir annehmen, AB 
und ÄP^ (Fig. 28) seien zwei unendlich nahe, gleich lange 

^i»-28. geodätische Linien, die durch 

f^' \ '^ ~ V \ , die Punkte A und A der Curve 

— \y /^^-^2i. — /J? (^ normal zu dieser gezogen 
^ ^ sind und betrachten sie als 
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Bahnen der Punkte M und fi, die sich gleichförmig mit der 
Geschwindigkeit t; = 1 fortbewegen. Man kann dann Mfi = e 
als Variationsverschiebung des Punktes M ansehen und die 
Formel (1) §. 38. auf diesen Punkt anwenden; dieselbe giebt: 

dt dt 

Dies erfordert , dass € cos (sv) einer constanten Grosse 
gleich sei. Diese Constante ist aber gleich Null; denn im 
Punkte A hat man s cos(«t;) =^ ÄA' cos {A' AM), Ist nun das 
System der geodätischen Linien zu einer Curve (C) normal^ 
so ist der Winkel ÄAM ein Rechter; gehen dagegen die 
^eodätiächen Linien von einem festen Punkte A aus, so ist 
AA = 0. Man hat also für jedes t oder s = AM die Relation 
cos {bv) = 0, d. h. die Richtung von s ist normal zu -4.5 im 
Punkte ilf und folglich auch im Punkte £; daher ist die durch 
alle Punkte B hindurchgehende Curve in diesen Punkten normal 
zu den geodätischen Linien AB. 

In dem Abschnitt über die krummlinigen Coordinaten auf 
einer gegebenen Fläche werden wir auf die geodätische Linie 
zurückkommen und eine Anwendung des eben bewiesenen 
Satzes zeigen. 

43, Die Brachistochrone. Als zweite Anwendung der 
Variationsrechnung wollen wir die folgende Aufgabe lösen. 

Es sei M(xy) ein auf ein rechtwinkliges Axensystem Ox^ 
Oy bezogener Punkt, der sich in der Ebene dieser Axen der- 
art bewegt, dass für jede seiner Trajectorien die Geschwindig- 
keit V der Bewegung eine gegebene Function F{x) der Abscisse 
ist. Es fragt sich, auf welcher Curve der Punkt sich von A 
nach B bewegen muss, um den Weg AB in der Tcürzesten Zeit 
zu beschreiben. Die Curve, welche diese Eigenschaft hat, heisst 
Brachistochrone. 

Angenommen, AMB (Fig. 29) sei die gesuchte Brachi- 
Fig. 29. stochrone und AfiB ihre Variationsver- 

schiebung; dabei sei M[i die Variations- 
verschiebimg, die der Punkt M erleidet, 
wenn sich nur die Ordinate y ändert, d. L 
wenn x constant bleibt; es ist also 
"X M^ = dy. Diese Verschiebung ist eine 
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geometrische Function der Variablen x, und diese Function 
behält ihre zu Oy parallele Richtung bei; daher ist ihre geo- 
metrische Derivirte nach x gleich -r^'^ sie ist aber nach §. 37. 
geometrisch gleich der geometrischen Variation der Geschwindig- 
keit -^ , mit der sich der Punkt M auf AB bewegt, wenn 
die Zeit der Bewegung gleich x ist; folglich ist die Projection 
von -T^ auf das auf der Tangente der Curve AMB in M 

aufgetragene Element ds gleich S-^, Da der Cosinus des 

Winkels dieser Tangente mit der Axe Oy gleich -^ ist, sf) 

hat man 

d8y dy ^ ds 

dx ds dx' 

Die Zeit t ist eine gewisse Function von x, und daher ist 

— = V . — ^ WO nach der Bedingung des Problems v = F(x) 

ist; also hat man 

und 

^ . :^ = F(x) ' — • 
dx ds ^ ^ dx ^ 

daraus folgt 

ddt , 

-j — dx = 

dx 

xTT^ • -^ • T^ dx = d\ jT^^ -^ ' Sy\ —dl ^rr^ • -— ) • dy. 
F{x) ds dx L-^(^) ^s J \-^(^) ds/ ^ 

Nimmt man das Integral dieses Ausdrucks zwischen den 

Grenzen a und 6, welches die Werthe von x in den Punkten 

A und B sind, so ergiebt sich 



dt = 



{m^''^)-ß{m-U)-'^- (1) 



a a 

a 



WO 



die Differenz der Werthe bezeichnet, welche die Function 



T^T— N -^ Sy durch Substitution von b und a für a? annimmt. 

F{x) ds ^ 
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Diese Werthe sind aber gleich 0; denn für x = a und x = }> 
wird 8y = 0, Man hat demnach: 

b 

a 

Wegen der Bedingung, dass für die Bahn AMB die Zeit t 
ein Minimum ist, muss 8t = sein und folglich ist: 

h 



a 



Dies erfordert; dass 

für jeden Werth von x zwischen a und 6.*) Durch Integration 
dieser Gleichung ergiebt sich 

wo c eine Constante ist. Die Gleichung (5) drückt eine be- 
merkenswerthe Eigenschaft der Brachistochrone aus, dass nämlich 
das Verhältniss der Geschwindigkeit der Bewegung zxvm Cosinus 
des von ihr mit der Axe Oy gebildeten Winkels constant ist 
Die Gleichung lässt sich in folgender Form darstellen: 



y 



Vi + y' 

daraus ergiebt sich 



^ = c.F(x)', 



cF(x) 
y = 



yi — c« [F{x)y 

und hiermit erhält man als Gleichung der Brachistochrone 



*) Wenn nämlich d l -^tt^ • ^ ) nicht für jeden Werth von x 

zwischen a nnd h gleich Null wäre, so könnte die Gleichung (3) nicht 
bei jeder Variation Sy bestehen; denn man kann dann eine Curve ÄfiB 

so ziehen, dass 9y för jedes x dasselbe. Zeichen wie <^( w-v • ^) 

hat; dadurch werden die Elemente des Integrals sämmtlich positiv und 
sein Werth kann daher nicht gleich NulLsein. 
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X 



y = cf^^ ^?i- + « , (6) 



l/l — c« {F{x)Y 



worin d die Ordinate des Punktes A ist. 

Nehmen wir nun an, dass bei allen Bewegungen des 
Punktes auf verschiedenen Curven zwischen A und B die Be- 
schleunigung erster Ordnung v^y wenn man sie in eine zur 
Bahn senkrechte und eine der Axe Ox parallele Componente 
zerlegt, für diese letztere den constanten Werth g liefert.*) 
In diesem Falle ist die Projection der Beschleunigung auf die 

Tangente : 

dv dx 

di~^'~ds'^ 

daraus ergiebt sich vdv = gdx und v^ = 2g (x — d) -\- v^, 
wo Vq die Geschwindigkeit im Punkte A ist. Angeuommen, 
diese Geschwindigkeit sei gleich Null; dann ist v^ = 2g (x — ä) 

und F(x) = y2g (x — d). Nach Formel (6) ergiebt sich da- 
her als Gleichung der Brachistochrone in diesem Falle 

X 

[ y2g {x — a) , , , 

y = c I , ^ ^ ^ dx -4- a , 

J y\ — 2c^g{x— a) ' 



a 



WO d die Ordinate des Punktes A ist, oder 



X 



f (x — d) dx . f 

' y2r{x - a) — {x — ay 



a 



WO 2r = ^-g- ist. Führt man die Integration aus, so findet man: 

y = r arccos ( ^ "" ^ ) — V-r^ — {r — x-^-df -{■ d.. (7) 

Dies ist die Gleichung einer Cykloide. Um dies besser sehen 
zu können, verlegen wir den Coordinatenanfang nach -4, be- 
zeichnen die neuen Coordinaten mit g und ri und setzen 



*) Diese Eigenschaft hat die Bewegung eines Punktes auf einer Curve 
infolge der Wirkung der Schwere, wenn keine Reibung stattfindet. 
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-^—j = GJ; dann erhält man statt Gleichung (6) 

die zwei Gleichungen: 

5 = r (1 — cos o), ri = r ((D — sin o), 

welche, wie bekannt, eine Cykloide darstellen, die durch das 
Rollen eines- Kreises vom Radius r auf der Axe Arj erzeugt 
wird und im Punkte A beginnt. Der Radius r bestimmt sich 
aus der Bedingung, dass die Cykloide durch einen gegebenen 
Punkt B hindurchgehen soll. Bezeichnet man mit b und V 
die Coordinaten dieses Punktes in Bezug auf die ursprüng- 
lichen Axen, so erhält man die transcendente Gleichung 

V = r arccos \J^^ — iL^j _ yr^ — (,< _ j ^ a^ ^ ^' 

zur Berechnung von r. 

Die Zeit t, in der der Punkt den Weg AB durchläuft, 
bestimmt sich durch die Formel: 



, * 1^0 . r * . ^, w^ . dx 



J « ~~J ^~^' J ^ 



Fix) . 1/1 — c* \F{x)Y ' 

a a a 

für den vorliegenden speciellen Fall ist F(x) = ^igipc — a), 
also 



t = y — arccos l \ ). 



Diese Zeit ist immer ein Minimum, weil die Variation zweiter 
Ordnung d^t, wie leicht zu sehen, immer positiv ist. Aus 
Formel (1) folgt nämlich 

•^' -' j im §f) *" - f' [" im iv) *"] ' 



a a 



WO der vom Integralzeichen freie Theil gleich Null ist; denn 
(5y = und d^y = für x = a und a; = 6 in Folge der 
Unveränderlichkeit der Lage der Punkte A imd B, Der unter 
dem Integralzeichen befindliche Ausdruck lässt sich auf den 
folgenden reduciren 

*" {m s) 'y + "{m- 2) "'y- 

Somoff, Mechanik. I. 7 
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wo das zweite Glied in Folge der Gleichung (4) verschwindet 
und das erste unter der Form dargestellt werden kann 

äS(^^rr\ ' -7-^^=1 *V> was bleich dl ^ A^y ist: 

folglich wird: 

b 

SH = - Cd( ty:—^\8y. 

J \F(,x) (l + y')V " 



a 



Integrirt man durch Theile und beachtet, dass der auf 
die Grenzen des Integrals bezügliche Theil verschwindet, so 
folgt endlich: 

sH= c ^*^'^' dx - c^* ( ^^' y dx 

- J F(,x) (1 + y'«)* J^'^v + y'y 



a a 



Alle Elemente dieses Integrals sind positiv, und daher 
ist d^t>0, folglich hat t ein Minimum.*) 



VII. Oapitel. 

Function eines Punktes. — Niveau. — Allgemeine Coordinatenmethode. 
— Differentialparameter erster Ordnung. — Die wichtigsten Coordinaten- 

systeme. 

44, Wenn eine Grösse V von dem in einem gewissen 
Baume (A) angenommenen Punkte m derart abhängt, dass sie 
fiir jede Lage von m in jenem Räume einen oder mehrere 
bestimmte Werthe hat, die sich nur durch die Bewegung des 
Punktes m ändern können, so heisst sie eine Function des 
Punktes m, was wir allgemein durch V = f{m) bezeichnen 
wollen. 

Lehrsatz, Wenn V für jede Lage des Punktes m in einem 
Räume von drei Dimensionen {A) nur einen einzigen reellen 
Werth hat, der weder zu Null wird, noch auch ein Maximum 
oder Minimum bezüglich der den Nachbarpunkten von m 
entsprechenden Werthe ist, so geht durch jeden Punkt M 

"*) Der Beweis dieses Satzes ist bei Moigno, Le9ons de calcul diff. 
et int., T. 4: Calcul des variations, pag. 230 zu finden. 
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des Raumes (Ä) eine Fläche von der Eigenschaft, dass V 
für jeden ihrer Punkte denselben Werth hat. 

Beums. Gesetzt, V habe im Punkte M (Fig. 30) den 
Werth c. Da c kein absolutes Maximum oder Minimum ist, 

so kann man in der Nähe von M zwei Punkte 
A und B so wählen, dass einer der beiden 
Werthe f{A) und f{B) kleiner, der andere 
grösser als c ist und dass bei der Bewegung 
des Punktes m von A nach B auf einer ge- 
wissen durch M gehenden Linie AB die 
Function V entweder fortwährend wächst oder fortwährend 
abnimmt. Es sei f(A) < c < f{B). Verschiebt man nun die 
Linie AB nach A'B' um so wenig, dass die Dijfferenz zwischen 
f{A') und f{A) kleiner als c — f(A) und die Differenz zwischen 
f{B') und f(B) kleiner als f{B) — c ist, so hat man 
f{A!)<.c<if{B>)'^ bei der Bewegung des Punktes m von A 
nach S geht daher die Function f{m) von einem Werthe, 
der kleiner als c ist, in einen Werth, der grösser als c ist, 
über und muss daher in einem gewissen Punkte M' der Linie 
AS einen dem c gleichen Werth haben. Wenn sich also 
AB continuirlich bewegt, so giebt es in jeder seiner Lagen 
auf ihm einen Punkt, in dem V = c ist. Daraus ist ersicht- 
lich, dass, während AB durch seine Bewegung eine Fläche 
erzeugt, der Punkt M dabei auf dieser Fläche eine Linie ver- 
zeichnet, die die Eigenschaft hat, dass in allen ihren Punkten 
F == c ist Bei der Bewegung dieser Fläche erzeugt aber 
die vom Punkte M beschriebene Linie eine Fläche, die die 
Eigenschaft hat, dass in jedem ihrer Punkte F === c ist. 

Die Fläche, welche alle Punkte enthält, für die die Function 
F einen und denselben Werth hat, nennt man die Niveaufläche 
oder das Niveau. Wir werden die einem gegebenen Werthe 
von F entsprechende Niveaufläche mit (F) bezeichnen. 

Als Beispiele von Punktfunctionen können dienen: 1) eine 
gerade Strecke mA^ die vom Punkte m parallel mit einer ge- 
gebenen Geraden l gezogen wird; 2) der Abstand des Punktes 
m von einem gegebenen Punkte 0; 3) der Winkel mOxy den 
die GeJade Om mit einer gegebenen Geraden Ox bildet; 4) 

der Flächenwinkel, den die Ebene mOx mit einer gegebenen 

7* 
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durch die Gerade Ox gehenden Ebene P bildet. Im ersten 
Falle ist das Niveau eine der Ebene P parallele Ebene; im 
zweiten eine Kugelfläche vom Mittelpunkte und vom Radius 
Om] im dritten eine Kegelfläche, die durch Rotation des 
Winkels mOx um Ox als Axe entsteht; im vierten endlich 
die Ebene mOx. 

45. Die veränderliche Grösse V kann Function eines 
Punktes m sein, der der Bedingung unterworfen ist, auf einer 
gegebenen Fläche (S) zu bleiben. Wenn hierbei V nur je 
einen endlichen Werth für jede Lage des Punktes m auf der 
ganzen Ausdehnung der Fläche (S) oder auch nur in einem 
gewissen Theile derselben hat, so kann man durch jeden Punkt 
M der Fläche, resp. des betreffenden Theiles derselben eine 
Linie von der Eigenschaft ziehen, dass V für jeden ihrer 
Punkte denselben Werth hat. Eine Linie aber von der Eigen- 
schaft, dass für jeden ihrer Punkte V einen und denselben 
Werth hat, nennt man eine Niveaulinie auf der Fläche (S). 
Wir werden*sie mit (F) bezeichnen. 

Wenn V Function eines Punktes m in einem Räume von 
drei Dimensionen ist, durch welchen die Fläche (S) geht, so 
ist der Schnitt der Niveaufläche (F) mit der Fläche (ß) eine 
Niveaulinie (F) auf (S), Als Beispiele von Punktfunctionen 
in der Ebene können dienen: 1) die geradlinigen Coordinaten 
X und y des Punktes in der Ebene; 2) seine Polarcoordinaten, 
d. h. der Radiusvector r und der Winkel 9?, den er mit einer 
gegebenen Axe bildet. Im ersten Falle sind die Niveaulinien den 
Coordinatenaxen parallele Gerade, im zweiten ist die Niveaufläche 
des Radiusvectors ein mit dem Radius r aus dem Pole als Mittel- 
punkt beschriebener Kreis, während die Niveaulinie des Win- 
kels 9? die Gerade ist, auf der der Radiusvector aufgetragen ist. 

Auch die geographische Länge und Breite eines Punktes 
auf einer Kugelfläche, welche die Erdkugel darstellt, sind 
Functionen dieses Punktes. Das Niveau der ersteren Function 
ist der Meridian des Punktes, das der zweiten sein Parallelkreis. 

46. Eine Function f{V, V\ F"...) von mehreren Functionen 
F, F', F"... eines und desselben Punktes m ist gleichfalls 
eine Function dieses Punktes. Wenn f(V) eine Function von 
nur einer Punktfunction F ist, so ist das Niveau der letzteren 
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auch das Niveau von f{V)] denn bei constanteui V bleibt auch 
f{V) constant. 

Wenn der Punkt m bei seiner Bewegung auf einem und 
demselben Niveau bleibt, so bleibt die Function V constant; 
sie ändert sich dagegen, sowie der Punkt m das Niveau ver- 
lässt. Dabei erhält V ein gewisses Increment J F; dasselbe 
ist positiv, wenn der Punkt m sich nach der einen, und negativ, 
wenn er sich nach der anderen Seite hin bewegt. Daher ge- 
hören die Ungleichungen JV> und JV<.0 zwei durch 
das Niveau getrennten Räumen an und können zur Unter- 
scheidung der Punkte des einen Baumes von denen des anderen 
dienen. Bewegt sich der Punkt m auf einer beliebigen das 
Niveau dieses Punktes durchschneidenden Bahn, so wird V 
zu einer Function der Zeit t der Bewegung und zugleich zu 
einer Function des von dem Punkte in dieser Zeit durch- 
laufenen Weges s. 

47, Vermittelst dieser Begriffe von Punktfunctionen kann 
man zu dem allgemeinsten Begriffe von den Coordinaten eines 
Punktes m gelangen. 

Es seien q^, ^2? Qs ^^^^ reelle eindeutige Functionen des 
Punktes m im Baume. Jede von ihnen hat ein durch m hin- 
durchgehendes Niveau. Wenn diese drei Niveaux nicht durch 
dieselbe Linie hindurchgehen und nicht zusammenfallen, so 
bestimmen sie durch ihren Schnitt den Punkt m, und man 
kann daher q^, q^, q^ als Coordinaten des Punktes m ansehen. 
Die Niveaux (^i), (^^2); (&) werden wir Coordinatentlächen, ihre 
Schnittcurven aber Coordinatenlinien nennen. Dabei soll im 
Folgenden mit (g'2ä'3) die Schnittlinie der Flächen (g'g) und 
(23), nait (q^qi) die Schnittlinie von (^g) und (q^) und mit (g'ig'2) 
die Schnittlinie von (q^) und (^g) bezeichnet werden. 

Wenn bei jeder Lage des Punktes m die Tangenten der 
Coordinatenlinien auf einander senkrecht stehen, so heissen 
die Coordinaten orthogonal oder rechtwinklig; hierher gehören 
die geradlinigen rechtwinkligen und die Polarcoordinaten. 
Später werden wir noch andere orthogonale Coordinaten- 
systeme kennen lernen. Die Tangenten der Coordinatenlinien 
im Punkte m wollen wir die Coordinatenaxen nennen. 

Wenn gi und q^ Functionen des Punktes m auf einer ge- 
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wissen Fläche (S) sind und die Niveaulinien dieser Functionen 
sich schneiden, so kann man q^ und ^2 ^^^ Coordinaten des 
Punktes m ansehen. Die Niveaulinien (^i) und (^2) der Co- 
ordinaten werden wir Coordinatenlinien qßnnen. Die Coordinaten 
sind orthogonal, wenn die Tangenten der Coordinatenlinien 
im Punkte m für jede Lage dieses Punktes auf einander senk- 
recht stehen. 

48. Drei Functionen 9?^, 9?2, q)^ der Coordinaten q^, q^, q^ 
können ebenfalls als Coordinaten eines Punktes angesehen 
werden, wenn sie von einander unabhängig sind, d. h. wenn 
zwischen ihnen keine Gleichung von der Form 

F((Pu 921 9s) = (a) 

besteht, welche die Coordinaten q^, q^y q^ nicht explicit ent- 
hält und durch Substitution der Ausdrücke von 9?^, 92; 9^3 ^u 
einer Identität bezüglich g^, q2, q^ wird. Existirt aber eine 
solche Gleichung (a), so schneiden sich im allgemeinen die 
Niveauflächen ((pi), {92)) (93) i^ jeder ihrer Lagen in einer 
gewissen Linie. Denn wenn 92 und q)^ constant sind, so wird 
dann infolge der Gleichung (a) auch 9?^ constant; folglich 
liegen alle Punkte der Linie (9293) auf der Fläche {(p^), Li 
diesem Falle ist die Lage des Punktes durch den Schnitt der 
Flächen (q)^), {q)^), (93) nicht vollständig bestimmt und man 
kann daher die Grössen q)^, 9)2; 9^3 i^icht zu Coordinaten des 
Punktes wählen. Die Bedingung, die zur Existenz der Gleichung 
(a) nothwendig und hinreichend ist, besteht darin, dass die 
Functionaldeterminante 



d(pi 


aqPi 


aqPi 


dq. 


^^2 


^^3 


d(p2 


d(p2 


^92 


cqi 


^Ü2 


^^s 


aqPs 


^9?8 


a<P3 



2) = 



dqi %a dqs 

identisch verschwinden muss (wie aus der Theorie der Deter- 
minanten bekannt ist). 

Mithin können die Grössen q)^, q)^, 9^3 nur dann als Co- 
ordinaten eines Punktes gewählt werden, wenn D nicht iden- 
tisch gleich Null ist. Die Functionen 
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können z. B. als Coordinaten genommen werden; denn für 
sie ist D = 2. Dagegen geben die Functionen 

9^1 = Hs — ^3^21 9>2 = CÖ'i — (t'Qsj 9>3 = M2 — Hiy 
wo a, hy c constante Grössen bedeuten, identisch D == 0; sie 
sind durch die Gleichung «9?^ -j- tqpg + ^9^3 =* verbunden 
und können daher nicht als Coordinaten gewählt werden. 

Es kann aber auch vorkommen, dass, obwohl die Deter- 
minante D nicht identisch verschwindet und also keine Gleichung 
(a) besteht, die Fläche (9?^) dennoch bei einer gewissen spe- 
ciellen Lage der Linie (9^2 9^3) durch diese letztere hindurch- 
geht. Ist z. B. 9>i^= «9>2 + /^^s; wo ^ ^^d ß beliebige ex- 
plicite Functionen der Variablen q^, q^i & sind, so geht die 
Determinante D über in den Ausdruck 
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da. da, da 
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dqi 
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d^ 
dtps 



dqi dq.2 dq^ 
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ap 


d^ 


dß 


dq^ 
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^qz 


dq>i 


^92 


d(p^ 


dq^ 


dq^ 


^qz 


^98 


a<P3 


^9s 
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welcher nicht identisch verschwindet; derselbe wird aber zu 
Null in dem speciellen Falle, wenn ^^ = und 9)3 = ist. 
Für die den beiden letzten Gleichungen genügenden Werthe 
von gl, ^2; & "^i^^d aber auch die Function 9?^ zu Null; folglich 
schneiden sich die drei Flächen 9)1 = 0, 9?2 = 0> 9)3 = in 
einer Linie. 

Li den vorhergehenden Capiteln haben wir geradlinige, 
polare und sphärische (§. 3, Beispiel 3) Coordinaten angewendet. 
Doch erweisen sich diese Coordinaten oft als unbequem, da 
sie häufig zu langen Rechnungen führen; zur Vermeidung 
dessen hat man andere Arten von Coordinaten in Anwendung 
gebracht. Wir werden im Folgenden einige derselben be- 
trachten. 

49, Wenn ein beweglicher Punkt m durch drei Coor- 
dinaten ^1, ^2; ?8 bestimmt ist, so ist mindestens eine von 
denselben eine Function der Zeit t der Bewegung. Wenn 
nur die Coordinate q^ eine Function von t ist, so ist die Co- 
ordinatenlinie (3^223) ^i® Bahn des beweglichen Punktes. Wenn 
dagegen zwei Coordinaten q^ und q^ Functionen der Zeit sind 
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und die dritte q^ constant bleibt, so besehreibt der Punkt m 
eine Linie auf der festen Coordinatenfläche (^3). Es sei 
g'i = /i(0> <h = /2(0- Eliminirt man aus diesen Gleichungen t^ 
so erhält man eine GHeichung Fig.^^ 0^2) = ö; welche zugleich 
mit der Gleichung q^ = Const. die Bahn des Punktes m dar- 
stellt. In dem Falle endlich, wenn alle drei Coordinaten 
Functionen der Zeit sind, durchschneidet die Bahn alle drei 
Coordinatenflächen; ist dann q^ = /i(0? 32 = /iCO? % = ^(0; 
so erhält n^an hieraus durch Elimination von i drei Gleichungen 
von der Form 

9'i(«2> 23) = 0; 92Ö3; äi) = 0, 9>3<fei; 22) = 0, (a) 
welche drei Flächen angehören, die sich in der Trajectorie 
des Punktes m durchschneiden. Zwei von diesen Gleichungen 
sind hinreichend zur Bestimmung dieser Linie. Man kann 
(wenn dies erforderlich ist) diese Gleichungen durch zwei andere 
Gleichungen ersetzen, die zwei neuen in der Bahn des Punktes 
m sich schneidenden Flächen angehören. 

50, Die Betrachtung der Punktfunctionen führt zur Be- 
trachtung einer besonderen Art von Derivirten dieser Functionen, 
die von der Lage des Punktes m und von der ihm ertheilten 
Verschiebung abhängig sind. Es sei F eine reelle, eindeutige 

und continuirliche Function des Punktes 
m, die beim üebergange des Punktes m 
von M nach M' (Fig. 31) das positive 
Increment /IV erhält. Wenn die Ver- 
schiebung MM! y d. h. der geradlinige 
oder krummlinige, vom Punkte m durch- 
laufene Weg unendlich klein ist, so ist 
infolge der Continuität von Y auch z/ V 
unendlich klein und zwar im allgemeinen 
von derselben Ordnung wie MM'] daher ist das Verhältnis? 

zr^^, im allgemeinen eine endliche Grösse. Stellt man dieses 

Verhältniss durch die auf der Richtung der Sehne MM' auf- 
getragene Strecke MÄ dar und lässt man MM' gegen die 
Null convergiren, so nähert sich die Strecke MÄ einer ge- 
wissen Grenze MQ, welche die Richtung der Tangente von 
MM' im Punkte M hat. Man kann die Verschiebung MM' 
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ansehen als das Increment Js des Bogeus OM = s irgend 

einer geraden oder krummen Linie und das den Punkten dieser 

Linie entsprechende V als eine Function der Länge s; daher 

dVdV 
ist MQ = lim -j- = -j-. Die Richtung von MQ aber ist die 

nach der Seite, wo ^ F > 0, gezogene Tangente an die Linie 
OM' im Punkte M. Die Grösse von MQ hängt nicht von 
der Gestalt der Linie OM' ab; denn wenn man diese 
Linie mit einer anderen vertauscht, die dieselbe Gerade MQ 
zur Tangente hat und auch auf dem Niveau {V -{- JV) en- 
digt, so bleibt ^V unverändert, die Verschiebung MM' aber 

ändert sich um eine unendlich kleine Grösse höherer Ordnung; 

z/F 
dadurch erleidet das Verhältniss -rzrirp eine unendlich kleine 

MM 

Aenderung; folglich ändert sich seine Grenze MQ nicht. Diese 

dV 
Grenze hängt ebenso wie die Derivirte-^ auch davon nicht 

ab, ob die Incremente ^V und ^s beide positiv oder beide 

negativ sind. 

d V 
Wir werden MQ «= -j- die Derivirte der Function V=f{m) 

bezüglich der DiflFerentialverschiebung ds nennen, indem wir 
die • Tangente der Linie s im Punkte M als Richtung dieser 
Verschiebung annehmen. 

Die Derivirte der Punktfunction V = f(m) bezüglich einer 
zu der Niveaufläche des Punktes m normalen Verschiebung 
heisst der Differentialparameter erster Ordnung der Function 
F.*) Zunächst wollen wir sie der Kürze halber einfach Fa- 
rameter nennen. 

Es sei O'MN eine zur Niveaufläche AB im Punkte M 
normale Linie und n die Länge eines im Punkte 0' beginnenden 
und im Punkte Jf endigenden Bogens dieser Linie; dann stellt 
man den Paratneter der Function F in diesem Punkte durch 

die Strecke MP = -r- dar, die auf der Normale dieser Fläche 

dn ' 

nach der Seite hin aufgetragen wird, wo ^F> 0. 



*) Diese Benennuog gab Lam^^ Le^ons sur las coordonn^es curvi- 
lignes, pag. 6. 
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51. Lehrsatz. Die Derivirte MQ = -r- der Function V 

nach irgend einer Verschiebung ds ist gleich der Prqjection des 
Differentiälparameters auf die Bichtung dieser Verschiebung. 

Beweis, Nimmt man an, dass die Punkte N und M' auf 
einem und demselben Niveau (V -^ jdY) liegen, so hat man 



MM' ~ MN MM MN Bin (M NM') 



(a) 



Nähert sich z/T der Null, so nähert sich der Winkel 
NM'M dem Winkel QMT, den die Richtung von MQ mit 
der Tangentenebene der Niveaufläche (F) im Punkte iüf bildet, 
und der Winkel MNM nähert sich 90®; die Gleichung (a) 
giebt daher in der Grenze 

A h. 

MQ = MP- cos (QMP), 
w. z. b. w. 

Auf Grund dieses Satzes können alle Derivirten nach den 

verschiedenen Verschiebungen des Punktes m durch Strecken 

dargestellt werden, die vom Punkte M aus in den Richtungen 

dieser Verschiebungen bis an die Oberfläche einer Kugel, -die 

den Parameter MF zum Durchmesser hat, gezogen werden. 

Diese Kugel kann man als den Hodographen der Derivirten 

dV , 
-T- ansehen. 
ds 

Bezeichnet P diesen Parameter nach Grösse und Richtung, 
so hat man: 

IJ = P cos (P, ds). (b) 

Diese Formel, die für den Fall abgeleitet ist, dass die 
Verschiebung ds bezüglich der Niveaufläche (F) nach der 
Seite hin gerichtet ist, wo z/F> 0, ist auch dann noch giltig, 
wenn ds nach der Seite gerichtet ist, wo ^F<0. Zum 
Beweise wollen wir annehmen, der Bogen s habe seinen An- 
fang in dem Räume z/F> und endige im Punkte M\ dann 

entspricht einem positiven Increment ^s dieses BogiBns ein 

dV 
negatives Increment z/F; daher ist -^ eine negative Grösse, 
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und —j— = -^ — ist positiv und repräsentirt die Derivirte 

der Function — V nach der Verschiebung ds. Die Function 
— V hat offenbar dieselbe Niveaufläche wie die Function + V, 
denn — V ist constant, wenn + ^ constant ist; ferner ist 
der Raum J{ — ^)> derselbe, wie der Raum ^F< 0, und 
daher ist der Parameter der Function — V dem Parameter P 
der Function V direct entgegengesetzt gerichtet. Bezeichnet 
man diesen Parameter mit P\ so hat man 

d n (l n ' 

wo dn das Differential des Bogens n ist, der zu der Niveau- 
fläche (F) im Punkte M normal ist und in dem Räume 
z/ F > anfingt. Da nun dn = — dn, so folgt 

dn dn ' 

folglich sind die Parameter der Functionen V und — V gleich 
und entgegengesetzt. Für die Derivirte von — -F nach der 
Verschiebung ds hat man 

^^=^ = r cos(P', ds) = - Pcos(P, ds\ 

oder endlich: 

_ =: p cos (P, ds). 

Somit ist die Formel (b) auch im Falle eines stumpfen 
Winkels (P, ds) richtig. 

52. Untersuchen wir jetzt, wie die Differentialparameter 
der zusammengesetzten Functionen, d. h. der Functionen von 
Functionen sich bestimmen lassen. 

Es sei F = f(q)y wo q eine Function des Punktes m ist. 
Die beiden Functionen F und q haben, wie schon im §. 46. 
bemerkt wurde, eine gemeinsame Niveaufläche; daher haben 
ihre Differentialparameter, die wir mit P und h bezeichnen 
wollen, die Richtung einer und derselben im Punkte M zu 
der gemeinsamen Niveaufläche normalen Geraden; dabei haben 
P und h denselben Sinn, wenn F und q bei der Verschiebung 
des Punktes m zugleich wachsen, d. h. wenn f{q) > 0, und 
entgegengesetzten Sinn, wenn beim Wachsen der einen Function 
die andere abnimmt, d. h. wenn f(q) < 0. 
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Bezeichnet man mit du die Verschiebung in der Kichtung 
von P, so hat man ^ 

und da +3^ gleich h ist, so wird 

-p = ± m h 

wo man + nehmen muss, wenn die Parameter P und h den- 
selben Sinn haben und — im entgegengesetzten Falle. 

Nehmen wir jetzt an, dass V = f{q^, q^, q^ ) eine 

Function von mehreren Functionen q^, q^^j &;♦•• eines und 
desselben Punktes m ist. Bezeichnen wir mit P den Diflferential- 
parameter der Function V und mit \, h^, A3, .... respective 
die Differentialparameter der Functionen g^, q^y ^3,.... 

Für die Derivirte der Function V nach irgend einer Ver- 
schiebung, äs hat man dann 

dV dVdq^ , dV dq., , dVdq^ . 

ds dqi ds ' dq^ ds ' dq^ ds ' '"' 

dieser Ausdruck geht mit Hilfe der Formel (b) in den fol- 
genden über: 

PcOs(P,t?5) = 

= j^h cos(Ai , ds) + j^h cos (^2, flfs) + j- \ cos (A3, ds) + . . 

Hierin ist allgemein die Grösse ^— Ä,-, mit + oder — 

genommen, nichts anderes als der Differentialparameter der 
Variablen F, welche als Function der einen unabhängigen 
Variablen qi angesehen wird. Diesen Parameter kann man 
den partiellen Differentialparameter der Function V nach qt 
nennen. Bezeichnet man denselben mit P,- und beachtet, dass 

Pi und hi denselben oder entgegengesetzten Sinn haben, je 

dV ■ ' 

nachdem 0— > oder < 0, so hat man jedenfalls 

d V 

ö— hi cos Qhi ds) = Pi cos {Pids)\ 

folglich ist: 

PcOs(Pt?s) = PiCOs(PiCfe) + P2COs(P2(fe) + ... + P,COs(P<(fc) + ... 

Diese Formel gilt für jede Richtung der Verschiebung 
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ds, und es ist mithin P die geometrische Summe der Grössen 

Xj y i} ^ • • • • • Q» ll» 

P=P, + P, + P3+ •.. 

Also ist der Differentiälparameter einer Function V von 
mehreren Punktfundionen q^y q^, &>•••; die geometrische Summe 
der partiellen Differentialparameter dieser Function nach jeder 
dieser Variablen q^y q^y ö's, ... einzeln genommen. 

Hieraus ergiebt sich die Regel für die Bestimmung des 
DijQEerentialparameters jeder gegebenen Function von mehreren 
anderen Functionen, deren Parameter schon bekannt sind. 
Kennt man die Parameter \y Äg, Ä^, .... der Functionen 
9.17 Q2? ffs;«"« ^^^ ^i® partiellen Derivirten der Function V 
nach jeder der Variablen q^y q^, q^, ...., so kann man die 
Grösse der partiellen Differentialparameter: 

V-A^^-Zh P_.^^L v-^^^l 

■^^"^ ^ dq,^' ^ "" — ^ ^' ^3 — ±: ^ ^3> • • • 

bestimmen; man trägt sie respective auf den Parametern 

Äi, Ag, A3,., /derart auf, dass P,- und Ä,- denselben Sinn haben, 

dV • . dV 

wenn ^ — > 0, und entgegengesetzten Sinn, wenn g — < 0. Darauf 

bestimmt man nach der bekannten Regel die geometrische 
Summe 

Pi "i P2 I P3 "I • • • ; 
die dann der totale Parameter P der Function V ist. 

53. Die Function V des einer gegebenen Fläche (S) an- 

gehörigen Punktes m hat einen Differentialparameter 2?, welcher 

dV 
der Derivirten ^— nach der zur Niveaulinie (F) normalen 

Verschiebung auf der Fläche (S) gleich ist und den wir durch 
eine Strecke MF darstellen wollen, die in der Tangentenebene 
der Fläche (8) im Punkte Jf zu (F) normal und nach der 

d V 
Seite hin gerichtet ist, wo ^F>0. Die Derivirte -^nach 

einer beliebigen Verschiebung des Punktes M auf der Fläche 
(S) bestimmt sich nach der Formel 

-j^-=pcos{pds)y 

was sich ganz ebenso beweisen lässt, wie für die Function 
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eines Punktes im Räume. Der Hodograph aller Derivirten 

d V 

-j- ist ein Kreis, der in der Tangentenebene der Fläche (S) 

über einem Durchmesser gleich p beschrieben ist. Die Regel 
für die Bestimmung des Differentialparameters einer zusammen- 
gesetzten Punktfunction auf der Fläche (S) ist dieselbe, wie 
die Regel für eine Punktfunction im Räume, nur mit der 
Beschränkung, dass die zu addirenden partiellen Parameter in 
einer und derselben die Fläche (S) im Punkte M berührenden 
Ebene liegen müssen. 

Ist die Niveaulinie (V) auf der Fläche (S) der Schnitt 
dieser Fläche mit der Niveaufläche einer als Punktfunction im 
Räume angesehenen Function F, so ist der Differentialparameter 
p die Projection des zu V als einer Punktfunction im Räume 
gehörenden Differentialparameters P auf die Tangentenebene 
der Fläche (S) im Punkte M, d. h. jp = P cos (Pjp). 

Man kann p den Parameter der Function V bezüglich 
der Fläche (S) nennen. 

54. Beispiele für die Bestimmung von Differentialparametern. 

1) Der Parameter P einer geraden Strecke x, die aus 
dem Punkte M parallel der Geraden Ox bis zum Durchschnitt 
mit der Ebene yO^ gezogen ist, ist zu letzterer senkrecht 
nach der Seite gerichtet,, wohin x wächst, und ist gleich 

— 7p-T ; denn die Niveaufläche ist der Ebene yO0 parallel, 

C08 \.Mr SC) 

und die zu dieser Fläche normale Verschiebung dn ist die 
Projection von dx auf P, d. h.: 

dn = dx cos (Px) ; 

folglich ist: 

dx 1 

P = T- = — 7^-T = sec (Px). 

dn cos (Po;) ^ ^ 

Die Richtungen von P und x fallen zusammen, wenn 
Ox zu yOz senkrecht ist; dann ist cos(Pir) = 1 und P= 1. 

Gesetzt, der Punkt m sei durch geradlinige Coordinaten 
X, y, bezüglich der Ebenen j/O^sf, gOXy xOy bestimmt und 
bezeichnen wir mit \, h^y \ die Differentialparameter der 
Coordinaten, 

Diese Paranjeter sind den Ebenen yOZy ^Ox, xOy resp. 
parallel und im Sinne der positiven Coordinaten x, y, ge- 
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richtet. Ihre Werthe sind resp. gleich Bec(hix)y sec (h^y)^ 
sec (h^is). Im Falle rechtwinkliger Coordinaten sind sie gleich 1. 
2) Für eine Function V = f{x, y, z) von drei geradlinigen 
rechtwinkligen Coordinaten sind die partiellen Parameter 

daher ist der Werth des totalen Parameters P dieser Function: 



m+m+mi- 



Lame nimmt diesen Ausdruck geradezu als Definition 
des Differentialparameters (Le^ons sur les coordonnees curvi- 
lignes, pag. 6). Die Projectionen von P auf die Coordinaten- 
axen sind 

P cos {Fx) = 1^ , P cos iPy) = ^, P cos {Pz) = f-f , (a) 

d. h. sie sind die partiellen Derivirten der Function f(x^ y, d) 
nach den Coordinaten. Durch diese Projectionen ist die Rich- 
tung von P bestimmt. 

Wenn f(Xj y, z) in Bezug auf x, y, eine homogene Function 
vom fi^^ Gerade ist, so hat man nach einer bekannten Eigen- 
schaft der homogenen Functionen 

TT df , df , df 

daraus ergiebt sich, wenn man die Formeln (a) beachtet: 

w F = P [a; cos {Fx) + y cos (Pj/) + z cos (P^)]. 

Die Grösse in der Klammer, mit + oder — genommen, 
ist die Entfernung des Coordinatenursprungs von der Ebene, 
die im Punkte (a;, y, z) das durch diesen Punkt gehende Niveau 
(F) berührt; bezeichnet man also diese Entfernung mit tf, so 
hat man: 

w F = + P(J, und folglich P = + ?^. (b) 

Man sieht hieraus, dass der Werth des Parameters einer 
homogenen Function der geradlinigen rechttvinJceligen Coordinaten 
eines Punktes umgekehrt proportioual ist der Länge eines vom 
Coordiiiatenursprung auf diejenige Ebene gefällten Perpendikels^ 
welche in dem betreffenden Punkte die Niveaufläche^ auf der 
dieser Punkt liegt, berührt 
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Es sei z. B. 

V = ax -{- by -{- cz, 

wo a, hy c Constante sind, so ist 

Pco^{Px) = a, Pcos(Py) = 6, Pcos(P^) = c 
und 

In diesem Falle ist das Niveau (F) eine Ebene; der 

Parameter P ist auf ihr senkrecht und hat constanten Werth. 

y 
Da P = + ^ , so ist 

d. h. die Function V ist der Entfemxmg des Niveaus vom Co- 
ordinatenursprung proportional. 

Betrachten wir ferner die Function 

WO a^y «2; % constante Grossen sind. Das Niveau ist eine 
der drei Flächen zweiter Ordnung, die ihren Mittelpunkt im 
Coordinatenursprung haben. 
Da 



2^ T>^^„/I>.A 21/ x)_„/ü^\ 2Är 

Uö \JL JUJ = 

SO ist: 



PC0S(P^) = ^, PcOs(Py)=^, PC0S(P;^) = 



. p=2f^ + ^ + i;y. 

Die Formel (b) giebt: 

Im Falle V= 1 sind die Grössen %, «2, «g die Quadrate 
der reellen oder imaginären Halbaxen der Fläche 

^' + ^- + ?! = 1 . 

«1 «2 «3 ' . 

dann ist: 

d=——=l===. (c) 

K a,^ ^ a^*^ ^ 03« 
3) Bestimmen wir nun die Parameter der Polarcoordinaten 
des Punktes m, und zwar des Radiusvectors r, der vom Pole 
nach dem Punkte m führt, des Winkels % den die Richtung 
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von r mit der Polaraxe Ox bildet und des Flächenwinkels 
^; den die Ebene des Winkels 9 mit einer festen durch die 
Axe Ox gellenden Ebene bildet. Das Niveau der Coordinate 
r ist eine Kugel vom Centrum und vom Radius r; daher 
hat der Parameter dieser Coordinate dieselbe Richtung, wie 
sie selbst, und zwar nach der Seite, wohin sie wächst. Sein 

Werth ist 1, denn P=^ = 1. Das Niveau des Winkels 

' dr 

if ist eine konische Fläche, die durch Rotation des Radius- 
vectors r um Ox entsteht; die Normale dieser Fläche im 
Punkte m ist die in diesem Punkte in der Ebene mOx auf r 
errichtete Senkrechte. Als zur Niveaufläche normale Ver- 
schiebung dn kann man das Differential des Bogens rq) wählen, 
d. h, dn =^ rdq)] der Parameter des Winkels 9 ist daher 

-7^ = — . Das Niveau des Winkels th ist die Ebene des 
rdcp r 

Winkels 9; sein Parameter ist senkrecht zu dieser Ebene nach 
der Seite hin gerichtet, wohin ^ wächst; als Normal- 
verschiebung dn kann man das Differential des Kreisbogens 
nehmen, den der Punkt m bei seiner Drehung um die Axe 
Ox beschreibt; der Radius dieses Kreises ist rsing?; folglich 
ist dn = r sing) . dtl^] daher hat der Parameter den Werth 

-T- = — -. — . Bezeichnet man also mit Ä, , Ä«, ho die Para- 

dn r sin qp i; ^7 a 

meter der drei Polarcoordinaten r, 9, ^, so ist: 

Äi = 1, Ä2 = ^ , A3 = 



r sin (p 

Sie stehen senkrecht auf einander. 

Der erste h^ hat dieselbe Richtung, wie der Radiusvector r; 
der zweite Ä2 liegt in der Ebene rnOx, ist zu r senkrecht und nach 
der Seite hin gerichtet, wohin fp wächst ; h^ endlich ist zur Ebene 
mOx senkrecht und nach der Seite gerichtet', wohin ^ wächst. 

Für eine zusammengesetzte Function V = fir, 9, ^) sind 
die partiellen Parameter 

p 1^ P_-i_?/l p U-^ ^ 

■^1 m ;)-r ; -^2 ZJZ'Pi^' ^} -^3 JL Ti^h 



und die Grösse und Richtung des totalen Parameters P be- 
stimmt sich durch die Formeln: 

Somoff, Mechanik. I. 8 
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Pcos(Pa)=|^, Pcos(P^)==|^--, Pcos(Py) = K.— i-. 

4) Ist der Punkt m in der Ebene durch zwei Polar- 
coordinaten Om = rj mOx = g) bestimmt, so ist der Parameter 
der ersteren \ = 1 und hat die Richtung von r; der Para- 
meter der zweiten ist Ä« = — und ist zu r senkrecht nach 

der Seite z/9 > gerichtet. 

Für die Function 

F = f(r, 9) 

eines Punktes in einer Ebene bestimmt sich der Parameter p 
durch die Formeln: ^ 

p' = (10' + ^ Q%f ' ^ ''"''^'■^ = ^' -^ '^^^""^ ^ ^ ^- 

Es sei z. B. F= r — ag?, wo a eine Constante ist. Die 

Niveaulinie 

r — a(p = V 

ist offenbar eine archimedische Spirale, die auf demjenigen 

V 
Radiusvector beginnt, der mit der Axe Ox den Winkel 

bildet. Wenn man daher die archimedische Spirale r — aq) = 

V 
construirt und sie um um den Winkel dreht, so er- 

hält man die Niveaulinie (F). Zur Bestimmung des Para- 
meters p hat man: 

p cos (jpr) = 1, i) sin(i)r) = — ^ ; 



i? = ]/l + ^* = sec (pr), 

d. h. die Grösse des Parameters ist gleich der Secante des 
Winkels, den die Normale der archimedischen Spirale mit dem 
Radiusvector bildet. Daraus folgt die bekannte Construction 
der Normale und Tangente an die archimedische Spirale 
(S. §. 10, Beisp. 1). 

Die Construction der Differentialparameter kann die von 
Roberval zur Construction der Tangenten gegebene, auf die 
Zusammensetzung der Geschwindigkeiten begründete Methode 
vollkommen ersetzen. 
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Wir empfehlen noch die Diflferentialparameter der Functionen 
F=loffr — acp, V=r 

° '^ ' cos q> 

ZU construiren, deren Niveaulinien die logarithmische Spirale 
und die Conchoide sind. 

5) Betrachten wir die Function 

WO r, /, r", ... Radienvectoren sind, die aus mehreren festen 
Punkten F, F\ -F", ... nach demselben Punkte m gezogen 
sind. Der Parameter jedes Radiusvectors ist, wie wir im 
vorigen Beispiele gesehen haben, gleich 1 und hat die Richtung 
des Radiusvectors ; daher sind die Werthe der partiellen Para- 
meter der Function V resp. gleich 

und ihr Sinn stimmt mit dem Sinne der betreffenden Radien- 
vectoren r, /, r", ... überein oder nicht, je nachdem die ent- 
sprechenden partiellen Derivirten ö^ ? ^ > ^ ; • • • das Zeichen 

-|- oder — haben. 
Es sei z. B. 

WO ft, ft', ft", . . . constante positive oder negative Grössen bedeute» 
mögen. Die Werthe der partiellen Parameter werden dann: 

4- ü 4- /_ _i_ iL. 

IE ^2 ; HI ^2 ; III /' 2 ? • • • 5 

sie sind den Quadraten der entsprechenden Radienvectoren 
umgekehrt und den Grössen ft, ft', ft", . . . direct proportional. 
Je nachdem diese Grössen das Vorzeichen + oder — haben, 
sind die partiellen Parameter dem Sinne nach den entsprechen- 
den Radienvectoren entgegengesetzt oder von demselben Sinne. 

6) Zieht man in einer gegebenen Ebene aus zwei festen 
Polen JP, F' nach einem beliebigen Punkte M der Ebene die 
Radienvectoren r und /, so sind dieselben die sogenannten 



*) Poinsot, Theorie g^närale de Täqnilibre et du mouvement des 
systämes. ^l^nients de statique, 10. ^d., p. 278. 

8* 
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iipolaren Coordinaten des Punktes M. Die Parameter dieser 
Coordinaten sind gleich 1 und längs den entsprechenden Co- 
ordinaten gerichtet. 

Nehmen wir nun an, die Coordinaten r = FM und 
/ = F'M seien resp. gleich den bipolaren Coordinaten Äfi 
und JBfi, die aus zwei anderen Polen Ä und B nach einem 
Punkte ft gezogen sind. Infolge dessen besteht dann zwischen 
den Punkten M und ft eine Abhängigkeit, durch welche sich 
die Lage des einen Punktes bestimmt, wenn die des anderen 
Punktes bekannt ist. Beschreibt der Punkt ^ eine Linie, deren 
Gleichung /*(r, /) = ist, so beschreibt M im allgemeinen 
eine andere Linie, die eine Gleichung von derselben Form be- 
züglich der Coordinaten FM und F'M hat. Die Normale 
der vom Punkte ft beschriebenen Linie hat die Richtung der 
geometrischen Summe der auf Ä^ und JB^ von ft aus auf- 

getragenen partiellen Derivirten ^ und 0-7, während die Nor- 
male der vom Punkte M beschriebenen Linie die Richtung 
der geometrischen Summe derselben auf FM und F'M auf- 

getragenen Componenten hat. Diese Componenten J^ und x-^ 

können auch durch irgend zwei andere, ihnen proportionale, 
auf denselben Richtungen aufgetragene Strecken ersetzt werden. 
Auf Grund dieser Eigenschaft der Normalen der von den 
Punkten M und ft beschriebenen Linien ist es leicht die eine 
Normale zu construiren, wenn die andere bekannt ist 

Gesetzt z. B.,. der Punkt ft beschreibe eine gerade Linie 
PQ] dann lässt sich leicht beweisen, dass der Punkt M eine 
Linie zweiter Ordnung beschreibt.*) Man errichte auf der 
Geraden PQ eine Senkrechte fti? von beliebiger Länge und 
ziehe BD parallel Äfi bis zum Durchschnitt D mit B^i und 
BC parallel JBfi bis zum Durchschnitt C mit Ä^i. Ferner 
trage man auf FM und F'M die Abschnitte MC = (iC und 
MIX = fiD in der Weise auf, dass MC dieselbe oder die 
entgegengesetzte Richtung wie JPiüf hat, je nachdem ^C dieselbe 
oder die entgegengesetzte Richtung wie Ä^ hat, und MD' die- 
selbe oder entgegengesetzte Richtung wie F'M, je nachdem [iD 

*) Jacobi, Crelle's Journal, T. 12 iind 73. 
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dieselbe oder die entgegengesetzte Richtung wie JBft hat. Endlich 
constmire man über MC und MD' das Parallelogramm 
MC'Riy. Die Diagonale MÜ desselben ist dann die Nor- 
male der vom Punkte M beschriebenen Linie zweiter Ordnung. 
In dem speciellen Falle, wenn die Gerade PQ durch die 
Punkte A und JB hindurchgeht, hat man als Gleichungen der 
vom Punkte M beschriebenen Linie in bipolaren Coordinaten 
eine der drei folgenden: 

r + r =J.JB, r — r = AB, r — r = AB, 

Die erste ist die Gleichung einer Ellipse, die beiden an- 
deren die einer Hyperbel, deren Brennpunkte die Punkte F 
und F' sind. Man hat in diesem Falle: 

?/_ + ! ^-4-1. 

dr~± ^' dr — ±^' 

daher sind die Abschnitte MC und MD' einander gleich und 
die Normale MB' halbirt den Winkel der Radienvectoren 
r und /. 

Die Lage eines Punktes M im Räume kann durch die 
drei Entfernungen r = MA, r = MB, r" = MC von drei 
festen nicht in einer Geraden liegenden Punkten A, B, C be- 
stimmt werden. Diese drei Radienvectoren bilden ein tripolares 
Coordinatensystem. 

Es seien Äfi, B'fi, C'^i die aus den Polen Ä, J5', C 
gezogenen tripolaren Coordinaten des Punktes ft und es sei 
AM=Ä^, BM=B'ii, CM'^C^. Wenn unter dieser 
Bedingung der Punkt ft sich auf einer gewissen Fläche be- 
wegt, deren Gleichung in den tripolaren Coordinaten A'fi, B'ii, 
C'ii die Form /*(r, r, /') = hat, so bewegt sich M auf einer 
Fläche, die dieselbe Gleichung für die Coordinaten AM, BM, 
CM hat. 

Die Richtung der Normale der ersteren Fläche ist die 
Richtung der geometrischen Summe der auf A'^i, B'fi, C'[i 

aufgetragenen partiellen Derivirten ö^, ö4, ö-4, und die Rieh- 

tung der Normale der zweiten Fläche ist die der geometrischen 
Summe derselben auf AM, BM, CM aufgetragenen Com- 
ponenten; kennt man daher die Richtung der einen dieser 
Normalen, so kann man die der anderen leicht bestimmen. 
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Jacobi*) hat gezeigt, dass, wenn der Punkt ft sich auf einer 
Ebene (P) bewegt, der Punkt M eine Fläche zweiter Ordnung 
beschreibt, für welche die Ebene ABC eine Hauptdiametral- 
ebene ist. Um die Normale dieser Fläche zweiter Ordnung 
zu construiren, errichtet man auf der Ebene (P) ein Per- 
pendikel ftU und zerlegt es in drei Componenten ft(7, fiD, ft JS 
nach den Richtungen ^'ft, JB'ft, (7'ft; dann trägt man auf 
AMyBM, GM die diesen Componenten entsprechend gleichen 
Strecken MC\ MIX und ME' auf und bestimmt ihre geo- 
metrische Summe; die Richtung dieser Summe ist die Normale 
der Fläche zweiter Ordnung, welche alle Lagen des Punktes M 
enthält. 

In dem speciellen Falle, wenn die Punkte J.', B\ C in der 

Ebene (P) liegen, ist die geometrische Summe ft(7-(- ftD + 1'^^ 
gleich Null, und es ist daher einer der Summanden der geo- 
metrischen Summe der beiden anderen entgegengesetzt gleich.**) 

55. Von dem schiefwinkligen System der bipolaren Co- 
ordinaten in der Ebene gelangt man 'leicht zu dem recht- 
winkligen System der sogenannten elliptischen Coordinaten. 

Setzt man FM = r und F'M = /, so stellt die halbe 
Summe A = ^(r -j- /) die grosse Halbaxe einer Ellipse dar, 
die durch den Punkt M geht und deren Brennpunkte F und F' 
sind , während die halbe Differenz ^ = \{r — r ), mit -f- 
oder — genommen, je nachdem r > / oder r < /, die reelle 
Halbaxe einer ebenfalls durch den Punkt M gehenden und 
mit der Ellipse confocalen Hyperbel repräsentirt. 

Aus gegebenen Werthen von A und /x lässt sich die Lage 
des Punktes M bestimmen, und man kann daher A und /x als 
Coordinaten jenes Punktes betrachten. Derartige Coordinaten 
nennt man elliptische. Suchen wir nun ihre Diflferentialpara- 
meter zu bestimmen. 



*) Crelle's Journal, T. 12 und 73. 

**) Die Construction der Normale an eine Fläche zweiter Ordnung 
in diesem Specialfalle hat Joachimsthal gegeben. Aus dieser Construction 
ergiebt sich die Eigenschaft, dass die Normale einer Fläche zweiter 
Ordnung die Axe eines geraden, durch die Focallinie gehenden Kegels 
ist. (S. Crelle's Journal, T. 12 und 73.) 
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Auf Grund des vorigen Paragraphen finden wir als par- 
tielle Parameter der Function 

die Strecken MV und MT' (Fig. 32), die gleich \ sind und 
die Richtungen der Radienvectoren r und r haben, während 

die Diagonale MB, des über diesen 
Strecken construirten Rhombus der Pa- 
rameter \ der Coordinate X ist 

Die partiellen Parameter der Function 

X f* = i (^ — O 

sind: die Strecke MT = ^, von dem- 
selben Sinne, wie r und die Strecke 
ibfP" = 4^, vom entgegengesetzten Sinne 
wie /; die Diagonale MB! des über ihnen construirten Rhombus 
ist der Parameter \ der Coordinate ft. 

Die Ellipse X und die Hyperbel fi» sind Coordinatenliniön. 
Die Richtungen der Parameter \ und \ sind normal zu diesen 
Linien; dabei ist nach der bekannten Eigenschaft der von 
der Tangente mit den Radienvectoren gebildeten Winkel die 
den Winkel FMF' halbirende Richtung \ Tangente an die 
Hyperbel (ft), und die den Supplementwinkel halbirende Richtung 
Äg ist Tangente an die Ellipse (A). Nun stellen diese Richtungen 
die Richtungen der Coordinatenaxen dar, und da sie auf ein- 
ander senkrecht stehen, so ist das vorliegende Coordinaten- 
system der A und ft ein orthogonales. 

Es ist nicht schwer die Parameter \ und \ als Func- 
tionen der Coordinaten A und ft auszudrücken. Es sei c = ^FF' 
und ^ PMR = a. Aus den Dreiecken MPB und MPB' 
folgt: 

hl = cos a, Äg "^ sin a. 

Nach bekannten Formeln der Trigonometrie hat man, 
wenn p den halben Perimeter des Dreieckes FMF' bezeichnet: 



yp {p — 2c) . -f/(p — r) {p—r) 

rr ^ V rr ' 

nun ist aber: 

p s= ^ "y ^ -|- c = A + c, r/ = A^ — ft^ ; 
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folglicli wird: 



Wenn wir mit x und y die geradlinigen Coordinaten des 
Punktes M bezüglicli der Axen der Ellipse Ox, Oy, die zugleich 
auch Axen der Hyperbel sind, bezeichnen, so ist die Gleichung 
der ersteren Curve in diesen Coordinaten: 

und die der anderen: 

hieraus lassen sich leicht die Formeln 

ableiten, die zur Transformation der rechtwinklig -geradlinigen 
Coordinaten x und j/ in die elliptischen A und ft dienen. Um 
umgekehrt von den elliptischen Coordinaten zu rechtwinkligen 
überzugehen, muss man die Gleichungen (a) und (b) nach A 
und ft auflösen. Man sieht leicht, dass A^ und ft^ die Wurzeln 
einer Gleichung 

oder 

sind. 

Zur Erlangung grösserer Symmetrie in den Formeln für 
die elliptischen Coordinaten ersetzt man die Halbaxen A und fi 
durch andere Grössen, nämlich 

wo «1 ^^^ ^2 irgend welche positive Grössen sind, die den 
Bedingungen a^ > ag, a^ — «g = ^^ genügen. Man hat dann 
statt der Gleichungen (a) und (b) die folgenden: 

— 5i— 4-— ^1— =1 ^^ I y"" ^i 

« • 
Man sieht leicht, dass die Parameter der neuen Coor- 
dinaten Ai und Ag die Werthe 



h ^2 l/^3^iIK_i^ A = 2 T/ (^^ + fh)(K + «2 ) 
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haben; ilire Richtungen fallen mit denen der Parameter Mli 
und MB' zusammen. Die Formeln zur Transformation der 
Coordinaten x und y in A^ und k^ nehmen die Gestalt an: 



x = + t/ (^ +^){hT ~<) t/ = 4- l A^i ^+ ^) (^^ + ^'^) 

Die Coordinaten A^ und Ag nennt man gleichfalls elliptische 
Coordinaten. 

Elliptische Coordinaten im Baunie. 

66. Es seien x, y, z die geradlinigen, rechtwinkligen Co- 
ordinaten des Punktes M in Bezug auf die Axen OXj Oy, Oz 
und a^y «2, «3 willkürliche positive Grössen, unter denen a^ 
die grösste und a^ die kleinste ist. Denken wir uns nun ein 
EUipsoid, dessen Mittelpunkt ist und dessen Axen die 
Richtungen der Coordinatenaxen Ox, Oy, Oz haben; die Werthe 

der entsprechenden Halbaxen seien "j/o^, ]/^, ]/^. Die Glei» 
chung dieses Ellipsoids ist: 



x^ 



+ !-' + ? = i. (1) 



«1 «2 «3 



Vergrössem wir die Quadrate seiner Halbaxen um eine 
und dieselbe Grösse A, so erhalten wir die Gleichung 

"' +7r^,+:r4-i = h (2) 



«l+X ' «2 + ^ «3+^ 

die einer anderen mit dem Ellipsoid (1) concentrischen und 
coaxialen Fläche zweiter Ordnung angehört. Die Durchschnitte 
beider Flächen mit den Hauptdiametralebenen yz, zx, xy haben 
gemeinschaftliche Brennpunkte; denn die Quadrate der Ex- 
centricitäten dieser Schnitte 



(l^ 0^2? ^1 ^3; ^2 ^3 



sind für beide Flächen dieselben; deshalb nennt 'man die 
Fläche (2) confocal mit der Fläche (1). Lässt man A variiren, 
so erhält man eine Reihe von Flächen, die mit (1) und unter- 
einander confocal sind. 

Wenn a^'\-X>0, d. h. A> — a^, so ist auch a2 + A>0, 
ai + A > 0; in diesem Falle stellt die Gleichung (2) ein 
Ellipsoid dar. Für ag + A < und a^ + X>0, d. h. wenn 
— «2 < A < — «3 wird «1 + ^ > 0; ^^^ Admn ist (2) die 
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Gleichung eines einmantdigen Hyperboloids, das die Axe Oz 
umgiebt. Für «g + ^ < und a^ + A > 0, d. h. für — a^ < A < — Og 
wird ag + A < und die Gleichung (2) stellt ein zweimanteliges 
Hyperboloid dar, das die a?-Axe umgiebt. Wenn o^ + A < 0, 
so ist auch a2 + A < 0, «g + ^ < 0; die Gleichung (2) reprä- 
sentirt dann einen imaginären Ort. Ausserdem kann die 
Gleichung (2) die geometrischen Oerter darstellen, die bei 
dem üebergang der genannten Flächen in einander entstehen, 
und zwar wenn % + A = oder «2 + ^ = oder a^ -j- A = 0; 
dann reducirt sich Gleichung (2), wie leicht ersichtlich, auf 
eine der drei Gleichungen: 

z = 0, y = 0, a; = 0. 

Im ersten Falle erhält man die Ebene a?Oy, die den 
üebergang des EUipsoides in das einmantelige Hyperboloid 
bildet; im zweiten die Ebene zOx^ die den üebergang des 
öinmanteligen Hyperboloids in das zweimantelige bildet; im 
dritten endlich die Ebene yOz^ die den üebergang vom zwei- 
manteligen Hyperboloide zu dem imaginären Orte darstellt. 

Im allgemeinen kann man durch jeden Punkt M(x,y,z) 
des Raumes drei ungleichnamige Flächen zweiter Ordnimg von 
der Form (2) legen. In speciellen Fällen aber muss man eine 
oder zwei dieser Flächen durch Coordinatenebenen ersetzen, 
um sich davon zu überzeugen, soll gezeigt werden, dass die 
Gleichung (2) für jedes beliebige gegebene Werthsystem von 
rr, y, z drei reelle Wurzeln hat, d. h. dass A drei reelle Werthe 
hat, die drei ungleichnamige Flächen bestimmen. 

Befreit man die Gleichung (2) von den Nennern, so er- 
giebt sich die Gleichung dritten Grades: 

(A + a,) (A + a,) (A + a,) - x' {l + a,) (A + cQ 
- 2/2 (A + a,) (A + a,) - z' {k + a,) (A + a,) = 0. (3) 

Wir wollen nun die Grenzen der Wurzeln dieser Gleichung 
bestimmen. 

Zunächst wollen wir annehmen, dass keine der Goordinaten 
X, y, z gleich Null ist, d. h. dass der Punkt (x^ y, z) in keiner 
der Coordinatenebenen liegt. 

Setzt man auf der linken Seite der Gleichung (3) 

A = + CX); A = — «3, A = — «2; ^ = — ^if 
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so ergeben sich die Resultate: 

+ <x> 

— z^{a^ — Ojj) {a^ — «3) < 

\ß {a^ — a^) (a^ — a^)>0 

— x^ («1 — ag) («i — »3) < 0, 

welche zeigen, dass die Gleichung (3) drei reelle Wurzeln 
^u ^; ^3 ^^^ ^^ folgendermassen zwischen den substituirten 
Grössen gelegen sind: 

+ 00 > Aj > — ag > A2 > — «2 > Ag > — a^. 

Die erste Wurzel X^ ist positiv, wenn der Punkt {x,y,z) 
ausserhalb des EUipsoids 



.3 



r + r , L _ 1 

und negativ, wenn er innerhalb desselben liegt. Die Grössen 
^0 K} ^3 bestimmen drei Flächen, die. sich im Punkte {x^y^z) 
durchschneiden, nämlich 






Da nun 



«1 + ^3 «2 + ^3 «3 + ^3 
ö^i + ^1 > 0, 0^2 + '^i > 0, «3 + Ai > 0, 

«1 + ^2 > 0, «2 + ^^2 > 0, «3 + ^^2 < 0, 
ö^l + ^3 > 0, «2 + ^3 < 0; «3 + ^3 < 0, 

so ist die erste Fläche ein EUipsoid, die zweite ein ein- 
manteliges, die jSf-Axe umgebendes Hyperboloid und die dritte 
ein zweimanteliges, die x-kne umhüllendes Hyperboloid. Die 
Grössen A^, Ag, Ag nennt man die elliptischen Coordinaten des 
Punktes (a?, j/, z). 

Für den Punkt (a;, y, 0) in der Ebene xOy zerfällt die 
Gleichung (3) in die zwei Gleichungen: 

^ + «3 = 0, (A + a,)(A + a2) -^r^ («2 + A) — 2/^0^1 + ^) = 0. 
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Die erste giebt die Wurzel A^ = — a^ und« die zweite die 
Wurzeln Ag und A3 zwischen den Grenzen 

+ (3o > Ag > — «2 > -^3 > — «1 ; 

dabei unterliegt die Wurzel Ag nicht mehr der Bedingung 
Ag < — «3, wie dies für Punkte ausserhalb der Coordinaten- 
ebenen der Fall war. Die Wurzel A^ = — a^ giebt die Ebene 
xOy, und Ag und A3 liefern die confocalen Flächen: 

^' 4._2/^ I !'_ = ! ^' I t L_f!__1 



«1+^2 ^2+^2 «3+^2 ' «1 + ^S «"^2 + ^8 «3 + ^3 

V 

Die erstere ist ein EUipsoid, wenn «3 + ^2 > und ein 
einmanteliges, die ;8?-Axe umhüllendes Hyperboloid, wenn 
^3 + ^2 "^^ Ö5 ^® zweite ist immer ein zweimanteliges, die x-kxe 
umhüllendes Hyperboloid. Man sieht daraus, dass die Ebene 
xOy ein einmanteliges Hyperboloid vertritt, wenn 0^3 + Ag > 
und ein Ellipsoid, wenn 0^3 + Ag < 0. Die Wurzeln Ag und A3 
sind die elliptischen Coordinaten in der Ebene xOy (s. §. 55) 
und bestimmen die Coordinatenlinien 

^^ 1 _J(!_ _ 1 ^^ I y^ ^ 1 



«1+^2 ^2 + ^2 ' «1 + ^t öfg + ^t 

nämlich eine Ellipse und eine Hyperbel von denselben Brenn- 
punkten. 

Für einen Punkt (a?, 0, 0) auf der x-Axe zerfällt Gleichung 
(3) in die drei: 

A + «3 = 0, A + «2 = 0, (A -f aj — a;2 = 0, 

welche die drei Wurzeln liefern: 

A,^ == «3 , Ag == «2 , A3 = — a^ -\- CT'^ 

dabei unterliegt A3 nicht der Bedingung A3 < — a^ <. — «3. 
Die beiden ersten Wurzeln bestimmen die Coordinatenebenen 
xOy und zOx und die dritte die Fläche zweiter Ordnung 

^' 4. —t— 4. j?!_ _ 1 



«1+^3 «2 + '^S «3 + ^8 

welche ein Ellipsoid ist, wenn a^ + ^3 > 0, ein einmanteliges 
Hyperboloid, wenn a^-\- X^<iO, ag + A3 > und ein zwei- 
manteliges Hyperboloid, wenn «2 + ^3 < 0. Im ersten Falle 
ersetzt die Ebene xOy ein einmanteliges und die Ebene zOx 
ein zweimanteliges Hyperboloid; im zweiten Falle ersetzt xOy 
ein Ellipsoid und gOx wieder ein zweimanteliges Hyperboloid; 
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endlich im dritten Falle ersetzt xOy ein EUipsoid und zOx 
ein einmanteliges Hyperboloid. Auf ähnliche Weise lassen 
sich die Coordinatenflächen für die Punkte {x, 0, ;?), (0, y,z)y 
(0, y, 0), (0, 0, z) bestimmen. 

Für den Coordinatenursprung (0, 0, 0) gehen alle drei 
Flächen in die Coordinatenebenen yOZj zOx, xOy über. 

67. Bestimmen wir nun die DiflFerentialparameter der 
elliptischen Coordinaten A^, Ag, Ag. 

Der Kürze halber setzen wir: 

«1 = «1 + ^7 /'i = «2 + ^i; ^1 = «3 + ^1 

«2 = ^1 + ^27 ß2 = ^2 + hl 72 = Öfs + Ag 

«3 = «1 + ^8; /'s = 0^2 + '^a; ^3 = «3 + ^3! 
dadurch nehmen die Gleichungen (4) die Form an: 

wobei die Bedingungen erfüllt sein müssen: 

«1 — Ä = «2 — /'2 == «3 — A = ^1 — ^2 

/'l — n = /'2 — ^2 = A — ^3 = »2 — «3 (5) 

^1 — «1 = ^2 — «2 = ^3 — «8 = ötg — «1 

^i — ^2 = ßi — ß2 = yi — y2 = K'- h 

f^2 — ^3 = ß2 — ß3 = y2 — y3 = h — h (6) 

«3 — «1 = A — /'l = ^3 — n = ^3 — '''1-* 

Die Flächen (4) oder (4') wollen wir zur Abkürzung mit 

(^1)? (^2); (^3) bezeichnen. 

Es seien nun \j h^, \ die Parameter der Coordinaten 
^1; ^2; K ^^^ ^1; ^2; ^3 <Ji® "^on dem gemeinsamen Mittel- 
punkte der Flächen (4') auf ihre Tangentenebenen im Punkte 
M(x, y, z) gefällten Perpendikel. Offenbar müssen die Parameter 
\y \) \ den dl, #2, ^3 resp. parallel sein. Es bleibt daher 
nur noch der Sinn und die Grösse der Parameter zu bestimmen. 

Nach der allgemeinen Definition des DiflFerentialparameters 
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ist die Grösse \ gleich der Derivirten ^, wobei dn die Ver- 
schiebung des Punktes M in der Normale der Niveaufläche 
(A^) bedeutet. Infolge dieser Verschiebung ändern sich die 
Coordinaten x, y, und A gleichzeitig so, dass ihre DüBFerentiale 
derjenigen Gleichung genügen, die durch Diffierentiation der 
ersten der Gleichungen (4') entsteht, nämlich der Gleichung: 

2x dx . 2y dy . 22 dz ( z^ , i V^ jo \ ^^ j \ n 

^r+ ft +^. — (^ ^«=1 + f. ^/Ji + ^ ^n) = 0. 

Da nun 

da^ = dßj^ = dy^ = dl^ 

und 

xd 
dx = + dn, cos (d, ^) = + — ~ ^'^ 

dy = + dn.cos (d,y) = +^dn (7) 

Pi 

d0 = + dn. cos {d, is) == + — - dn, 
so geht jene Gleichung über in die Gleichung 

+ (^, + |; + ^)2d,^«-(^, + |; + 5)dA,=0, 

aus der sich ergiebt: 

^ = + 2d., 
dn — ^ 

Die Grosse -j^, die gleich h^ ist, muss positiv sein; daher 

muss in der letzten Formel, sowie in den Formeln (7) von 
den beiden Zeichen + das obere genommen werden, und man 
sieht daraus, dass h^ und 8^ denselben Sinn haben, nämlich 
vom Punkte nach der Tangentialebene des Punktes üf; 
dabei ist \ = 2S^. Ebenso findet man, dass \ und A3 den- 
selben Sinn wie resp. dg ^^^ ^3 haben und dass Äg = ^d^, 
A3 = 2^3 ist. 

Nun wollen wir beweisen, dass die Parameter \, Äg, h^ 
auf einander senkrecht stehen. Wir werden dazu den Werth 
von cos (h^yh^) suchen. 

Da allgemein 

xd. yd. z8. 

cos {äix) = — -* , cos {8itj) = -^ , cos {ßiz) = — ^ , 

«,• 9i 7i 
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so ist: 

cos iKh,) = cos (d, 8,) == S, 8, {-£- + ^^ + {-). 

Aus den Gleichungen (4') erhält man, wenn man die 
dritte von der zweiten subtrahirt und die Bedingungen (6) 
beachtet: 



es ist daher co^Qi^h^ = 0; folglich sind h^ und \ senkrecht 
auf einander. Ebenso lässt sich die Perpendikularität von \ 
auf \ and \ beweisen. 

Infolge der gegenseitigen Perpendikularität der Parameter 
Äj, \, Äg bilden die elliptischen Coordinaten k^, Ag, Ag ein 
orthogonales System, Der Parameter \ ist längs der Tangente 
an die Coordinatenlinie (AgAg) nach der Seite hin gerichtet, 
wo ^Aj > 0, Äg längs der Tangente an (Ag A^) nach der Seite 
^Ag > und Äg längs der Tangente an (A^ Ag) nach der Seite 
^Ag > 0. Die Richtungen der Parameter A^, \y \ sind zu- 
gleich auch die Richtungen der Coordinatenaxen. 

Diese Richtungen haben noch folgende bemerkenswerthe 
Eigenschaft: 

Irgend mcei von den Parametern h^, Äg, Äg sind den Aocen 
derjenigen Linie zweiter Ordnung parallel, die man als Schnitt 
einer diesen Parametern parallelen, durch das Centrum gelegten 
Ubene mit derjenigen von den Flächen (A^), (Ag), (Ag) erhält, 
welche jene Parameter berühren. 

Zum Beweise dieses Satzes wollen wir mit 

{aic)y {aVc), {a"V'c') 

resp. die Cosinus der Winkel bezeichnen, die vom Radius- 
vector r = OM und den Parametern \ und \ mit den Axen 
Ox, Oy, Oz gebildet werden. Aus den Gleichungen (4') er- 
geben sich durch Subtraction der zweiten und dritten von der 
ersten die Gfleichungen 

_?!_ + J^ i. _i!_ _ —-4- -^-- + -^ = (8) 

«1 «2 ^ ft ft ^ yi 72 ' «1 «3 ^ ßi fe ^ yi ys ' ^ ^ 

welche ausdrücken, dass h^ und h^ auf \ senkrecht stehen. 



- 128 — 



Da aber 



x:y : z = a:o :c. — :i- :— = a lu : c , 

^ ' «2 fe 72 ' 

^:l:^ = a^':l-:c% (9) 

^s Ps Ys 

SO können die Gleichungen (8) auch wie folgt, geschrieben 
werden: 

Aus den Gleichungen (8) folgt noch, wenn man sie von 
einander subtrahirt und die Bedingungen (6) beachtet, die 
Gleichung 



«1 «2 «3 ßi fc fe ' yi y2 Ys 

welche mit Hilfe der Proportionen (9) in die folgende übergeht 



a a 



, c c 



+ ^ + ^ = 0. 



«1 ' ft ' Yi 

Diese Gleichung und die Gleichungen (10) sagen aus, 
dass die Richtungen des Radiusvectors OM = r und der durch 
den Mittelpunkt der Fläche (A^) parallel den Parametern 
Ag und Äg gezogenen Geraden ein System von conjugirten 
Durchmessern bilden; also sind die zu ^2 und \ parallelen 
Geraden conjugirte Durchmesser der Curve, in welcher die 
Ebene dieser Geraden die Fläche (Ij) schneidet. Da sie aber 
auf einander senkrecht stehen, so sind sie die Axen dieser 
Curve. 

Es seien q und q' die Halbaxen dieser Curve. Man kann 
sie leicht in Function der elliptischen Coordinaten ausdrücken 
imd dann aus ihnen Ausdrücke für die Parameter Äj, Äg; ^3 
finden. 

Wenn man in der Gleichung der Fläche (Aj) 

«1 ^ ft ^ yi 

setzt X = Qa\ y = Qb\ = qc\ so giebt dieselbe 
wegen des Parallelismus von q und dg ^^^ ^^^^ aber: 
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daher ist: 

Die Formel für das vom Mittelpunkte auf die Tan- 
gentenebene gefällte Perpendikel [s. S. 112 Form, (c)] giebt: 

J_ _ ^ J- y^M ?1 

Subtrahirt man hiervon die Bedingung der Perpendikularität 
von \ und Äg, nämlich 



«1 «Ä ft fe Yi y» 
so folgt 

^2^ ~ ^ «2^ "^ ft ft^ "^ yi y. V ^''' ""'^ ' 

was in Verbindung mit Gleichung (11) giebt: 

9^ = a, — «2 = Ai — Ag. 

Ebenso findet man: 

()'2 = «1 — «3 = Ai — A3. 

Das Product qq8^ ist das Volumen des über den con- 
jugirten Semidiametem r, p, ()' der Fläche (Aj construirten 
Parallelepipedons; nach einem bekannten Satze ist dieses 

Volumen dem Volumen des über den Halbaxen ycq, V^, V^i 
derselben Fläche construirten Parallelepipedons gleich; es 
ist also 

hieraus ergiebt sich: 

8 2 ^ ?i_ft Zi = «1 Pi yi . 

^ ?^ ?'* (ofi — «2) («1 — «3) ' 

da aber \ == 2d^^ so ist endlich: 

^ 2 ^ ^"i_?i_Zi 

1 («1 — «2) («1 — «3) ' 

Ebenso findet man: 

^ 2 ^ i5?_&_A__ h 2 = ^ ^^3 ßs Ya 

^ (Cfg — «i) («2 — Ofg) ' ^ (Ofs ~ Ofi) (Ofg — Ofg) • 

Aus diesen Formeln erhält man Ausdrücke für die Para- 
meter Äi; Äg; A3 in den elliptischen Coordinaten A^, A^, A3, 
und zwar: 

Somoff, Mechanik. I. 9 



— 130 — 



h —9 l/ («i + ^i) («2 + ^i) (g ; 



) 



;^ = 2 1 > ^^^ + ^'^^ (^g + ^^^ ^^a + ^'^^ (12) 



7, _ 9 1 / («1 + ^3) («2 + ^a) («3 + ^3) 

^s-^ y (^^ _ ;j (^3 _ ^^) 

58. Die geradlinigen Coordiiiaten x, y, lassen sich 
folgendermassen als Functionen der elliptischen Coordinaten 

^1? ^2> ^3 ausdrücken. 

Setzen wir in Gleichung (3) 

a^ -\- X = a^ a^ — ag = w, a^ — % = ^; 

so erhalten wir eine Gleichung dritten Grades für a 

«^ — (m + w + o;^ + y^ + z^) c? + 

\mn -{- {^ -{- vi) Ol? '\- ny^ + mz^] a — mnx^ = 0, (13) 

deren Wurzeln a^, a^, «g sind. Da das Product dieser Wurzeln 
dem das a nicht enthaltenden Gliede, mit entgegengesetztem 
Zeichen genommen, gleich sein muss, so ist 

«1 «2 % ^^ mnx^y 



2 «1 «a «3 ^\ ^2 «3 



woraus folgt 

mn (Oi — Og) («1 — «3) ' 

folglich ist 

^1 + ^1) («1 + ^2) («1 +~Ü . 
(«1 — <h) («1 — «3) 
ebenso erhält man: 



x = ±]/^^ 



y^ _|_ T/ K + ^1) («2 + ^2) («2 



»3 + ^3) 



+ ^3) 
J 

^^ 4 T /(^3 + ^1) («3 + ^2) («a 
— r (ag — aj («s — «2) 

Diese Formeln dienen zur Transformation irgend einer 
Function der Coordinaten x, y, in eine Function der Co- 
ordinaten Ai, 1^7 h' Zu ihnen tritt noch der Ausdruck des 
Quadrates des Radiusvectors OM=r in elliptischen Coordinaten 
hinzu. Nach der Eigenschaft der Wurzelsummen hat man 
aus Gleichung (13) 

«1 + «2 + «3 = ^ + ^ + ^^ + y^ + ^^ 
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woraus folgt: 

^^ + y^ + ^^ = «1 + "2 + "3 ~~ **'' — ^ 
oder 

r» = a^ + «2 + «3 + Ai + A2 + A3. (14) 

Die elliptischen Coordinaten finden sehr wichtige An- 
wendung in der Geometrie, der Mechanik und der mathe- 
matischen Physik.*) 

Transformation vermittelst redprolcer Radienvectoren. Thomson' sehe 

Coordinaten. 

59. Wir wollen noch ein bemerkenswerthes orthogonales 
Coordinatensystem betrachten, das in der Mechanik und mathe- 
matischen Physik nicht selten vorkommt. 

Wenn V eine Function des Punktes /li ist, von welchem 
ein anderer Punkt m derart abhängt, dass man, wenn die Lage 
des ersteren bekannt ist, die Lage des zweiten bestimmen kann, 
so ist V auch eine Function des Punktes m\ daher sind die 
Coordinaten des Punktes fi, von welcher Art sie auch sein 
mögen, auch Coordinaten des Punktes m, aber im allgemeinen 
von anderer Art. 

Nehmen wir nun an, die Beziehung zwischen fi und m 
bestehe darin, dass die beiden Punkte auf einer und derselben, 
durch den festen Ursprung gehenden Geraden liegen und dass 
die Radienvectoren O^i^q und Om = r einander umgekehrt 
proportional sind, d. h. dass das Product Qr einer gegebenen 
Constanten Grösse c^ gleich ist. Auf Grund dieser Beziehung 



*) Eine ansführliche Darlegang der Eigenschaften der confocalen 
Flächen zweiter Ordnung findet man in dem Werke von G. Salmon: 
A Treatise on the Analytic Geometry of three Dimensions, third edition, 
Dublin 1874; (die deutsche Uebersetzung unter dem Titel: Analytische 
Geometrie des Raumes von G. Salmon, deutsch bearbeitet von Dr. W. Fiedler, 
2. Aufl., 1874), Wir haben diesem Werke die Methode, die Para- 
meter in elliptischen Coordinaten auszudrücken, entnommen. Die von 
uns dargelegte Methode, die geradlinigen Coordinaten in elliptischen aus- 
zudrücken, findet sich im XI. Bande des Journal de mathämatiques pures 
et appliqu^es de J. Liouville, p. 177. Andere Methoden zur Dar- 
stellung der Coordinaten sowie auch der Parameter findet man in den 
Yorlesungen über Dynamik von Jacobi. 
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verwandelt sich das geometrische Gehilde von einer, zwei oder 
drei Dimensionen, dem die Punkte fi angehören, in ein geo- 
metrisches Gebilde von ebensoviel Dimensionen für die Punkte 
m, und ebenso verwandelt sich das Gebilde der Punkte m in 
das Gebilde der Punkte fi. Diese Methode der Umwandlung 
der geometrischen Oerter der Punkte ft und m heisst Trans- 
formation vermittelst reciproker Radienvectoren (transformation 
par rayons vecteurs reciproques).*) 

Aus gegebener Lage des Punktes fi bestimmt sich die 
des Punktes m folgendermassen. Denken wir uns eine Kugel, 
die ihren Mittelpunkt in dem gegebenen Punkte und einen 
Radius gleich c hat und construiren wir auf die bekannte 
Weise die Ebene der ersten Polare für den Punkt ft bezüglich 
dieser Kugel; der Schnittpunkt dieser Ebene mit dem Radius - 
vector Oft ist der Ort des Punktes m; denn man -hat nach 
einer Eigenschaft der Polare Om • 0^ = c^. Umgekehrt ist 
der Schnittpunkt der Polare des Punktes m mit de;m Radius- 
vector Om der Ort des Punktes ft. Nach einer Eigenschaft 
der Polare sind die Punkte ft und m conjugirt harmonisch 
bezüglich der Schnittpunkte der Geraden Oft init der Kugel- 
oberfläche. Bewegt sich ft auf einer Fläche (27), so wird sich 
m auf einer andern Fläche (<?) bewegen, welche die Enveloppe 
aller Polaren des Punktes ft ist. Ebenso ist (27) die Enveloppe 
aller Polaren des Punktes m, 

Uebrigens gilt diese Bestimmung des Punktes m aus 
einem gegebenen Punkte ft nur für den Fall, dass ft und m 
auf derselben Seite des Anfangspunktes liegen. Wenn aber 
ft und m auf verschiedenen Seiten von liegen, so muss 
man den Schnittpunkt rn der Polare des Punktes ft mit dem 
Radiusvector 0^ bestimmen und dann, um den Punkt m selbst 
zu finden, eine Strecke Om, gleich und entgegengesetzt Otn, 
auftragen. 

Gesetzt, ft sei durch geradlinige rechtwinklige Coordinaten 



*) William Thomson, der diese Methode zur Lösung von Problemen 
der Elektrostatik erdachte, die sich auf die Vertheilung der Elektricität 
auf Leitern beziehen, nannte sie das Princip der elektrischen Bilder 
(principle of electrical images). S. Cambridge and Dublin Math. Journ., 
Vol. III, p. 141 Note. 
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X, y, z in Bezug auf die Axen Ox^ Oy, Oz bestimmt. Man 
kann x, y, z als Coordinaten des Punktes m betrachten; die- 
selben sind, wie wir gleich sehen werden, krummlinig, denn 
■sie bestimmen drei Kugeln, die sich im Punkte m schneiden. 
Bezeichnet 9 den Winkel, welchen die Radienvectoren 
Q und r mit der rc-Axe bilden*), so ist a? = (> cos 9, und nach 
der Bedingung pr = c^ erhält man: 



X =— cos ®. 

r ^ 



(1) 



Für einen constanten Werth von x ist dies die Gleichung 
derjenigen Fläche, in die sich die der Ebene yOz parallele 
Coordinatenebene {x) verwandelt Man sieht leicht, dass diese 
Fläche eine Kugel ist. Setzt man in der vorigen Gleichung 
qp = für X > oder q> = 180^ für o; < und bezeichnet 
man den entsprechenden Werth von r mit a, so wird: 

c* c* 

X = -\ , und a == H — : 

in dieser Entfernung vom Coordinatenanfang schneidet die 
Fläche (1) die Axe Ox. Der Schnittpunkt A (Fig. 33) liegt 
auf der Seite der positiven x, wenn a; > 0, und auf der Seite 
der negativen x, wenn a; < 0. Die Gleichung (1) geht über in 

r = -I- a cos 9, 

und dies zeigt, dass der Punkt m der Endpunkt eines von A 
auf die Gerade Oii gefällten Perpendikels ist; folglich ist die 

Fläche (1), d. h. das Niveau {x) für 
den Punkt m, eine Kugel vom Durch- 
messer OA, Ist D der Mittelpunkt 
dieser Kugel, d. h. die Mitte von 
OA, so ist der Radius Bm die Nor- 
male dieser Fläche; folglich muss 
der Differentialparameter , dessen 
Grösse x ist, die Richtung dieses 
Radius haben. Bezeichnen wir diesen 
Parameter mit h^ und suchen wir seine Grösse und seinen 



Fig-33. 




*) Wir beschränken uns auf den Fall, wo q und r denselben Sian 
haben. 
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c« 



Sinn. Aus der Formel x = -\ — ist ersichtlich, dass im Falle 

x> bei wachsendem x der Durchmesser a = Oä und der 
Radius Dm abnehmen; dadurch wird der Punkt m nach dem. 
Inneren der Kugel (x) verschoben. Im Falle a; < wachsen 
bei wachsendem x auch der Diameter 0Ä = a und der Badius 
Dm; dadurch verschiebt sich der Punkt m aus der Kugel (x) 
heraus. Folglich ist im ersten Falle \ nach dem Inneren, im 
zweiten nach dem Aeusseren der Kugel (x) gerichtet. 

Die Grösse von \ kann man folgendermassen finden. 
Man ertheile dem Punkte m eine Verschiebung auf dem Radius- 
vector Om] dadurch ändert sich <p nicht und Gleichung (1) 
ergiebt: 

57= ~-2C0s<)p; (2) 

es ist aber auch ^ = \ GosQi^r), wo der Winkel Qiir) immer 

gleich 180^ — g) ist wegen der Gleichheit der Winkel DmO 

und DOm-^ daher ist 

dx 7 

und die Gleichung (2) giebt: 

7 c^ Q^ Q 

Ebenso findet man, dass das Niveau {y) für den Punkt 
m eine Kugel ist, deren Mittelpunkt auf der Axe Oy liegt 

und deren Durchmesser OB = H — ist. Der Parameter h^ 

— y 2 

der Grösse y hat die Richtung des Radius dieser Kugel und 
ist gleich -5. Das Niveau {z) endlich ist eine Kugel, deren 
Mittelpunkt auf der Axe Oz liegt und deren Durchmesser 
0(7=-] ist; der Parameter Äg der Function z hat die 

Richtung des Radius dieser Kugel und ist gleich-^. Es sind 

also alle drei Parameter \, Äg, \ der krummlinigen Coor- 
dinaten x^ y, z des Punktes m einer und derselben Grösse 

c^ Q^ Q 

gleich. 
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Die krummlinigen Coordinaten x, y, des Punktes m 
sind orthogonal; denn ihre Parameter A^, h^, \ sind auf ein- 
ander senkrecht. Zum Beweise wollen wir annehmen, D und 
H seien die Mittelpunkte der Kugeln (x) und (y); ziehen wir 
dann BEy Dm und Emy so erhalten wir zwei, wegen der 
Gleichheit der Seiten congruente Dreiecke DmE und DOE, 
und da -^DOE ein Rechter ist, so ist auch ^ DmE, der 
Winkel der Parameter \ und Äg, ein Rechter. Ebenso lässt 
sich beweisen, dass die Winkel (Ä2 A3) und (A^ h^) Rechte sind. 

Die geradlinigen, rechtwinkligen Coordinaten des Punktes 
(jl sind daher krummlinige rechtwinklige Coordinaten des 
Punktes m. Die Coordinatenaxen des letzteren Systems fallen 
mit den Richtungen der Parameter \, h^, \ zusammen. Wir 
werden derartige Coordinaten Thomson'sche Coordinaten nennen, 
da dieselben von dem englischen Mathematiker William Thomson 
in die mathematische Physik eingeführt wurden. 

60. Die Function V = f{x, y, z) der geradlinigen Coor- 
dinaten X, y, z des Punktes ft ist eine Function der krumm- 
linigen Coordinaten des Punktes m. Bezeichnet H den Para- 
meter von F, wenn V als Function des Punktes ft an- 
gesehen wird, und P den Parameter von F, wenn es als 
Function des Punktes m betrachtet wird, so hat man: 

n cos {nx) = li, n cos (iiy) = |^, Ji cos (m) = g ; 

Pco8(PM = fi'|^, Pco8(Pä,) = ?;|^, Pcos(PÄ3) = ?;|/; 
folglich ist: 

•p=?;jT=tj7, 

cos (Phj) = cos {nx)j cos (PÄg) = cos (ny)j cos (Ph^) = cos (Uz). 

Diese Formeln zeigen, dass der Parameter P mit den Co- 
ordinatenparametern \, Äg, \ dieselben Winkel bildet, die der 
Parameter Fl mit den Axen Ox, Oy, Oz bildet; dabei sind die 
Parameter P und 11 den Entfernungen q und r der Punkte ft 
und m vom Ursprimg umgekehrt proportional. 

Aus dieser Eigenschaft des Parameters P ergeben sich 
bemerkenswerthe Eigenschaften des Systems der Punkte m, 
in welches das System der Punkte ft durch die Transformation 
übergeht. 
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Gesetzt, die als Functionen des Punktes fi angesehenen 
Grössen V und F' haben die Niveaux (2J) und (2J'). Diese 
Flächen gehen bei der Transformation vermittelst reciproker 
Radienvectoren in die Flächen (ä) und (S') über, welche die 
Niveauflächen sind, wenn V und F' als Functionen des 
Punktes m betrachtet werden. Die Parameter P und F' dieser 
Functionen müssen, wie oben bewiesen, mit den Coordinaten- 
Parametem \, \^ \ dieselben Winkel bilden, welche die 
Parameter 11 und 77' der als Functionen des Punktes fi be- 
trachteten Grössen F und F' mit den Axen Ox, Oy, Oz 
bilden. Daher ist der Winkel {F^) dem Winkel (7777') 
gleich, und folglich bilden die Tangentenebenen der Flächen 
{ß) und (/S') im Punkte m einen Winkel, der demjenigen 
gleich ist, welchen die Tangentenebenen an die Flächen (27) 
und (2J') im Punkte fi bilden. Werden drei Flächen (27), 
(2^), (27"), die sich im Punkte fi schneiden, in die Flächen 
(/S), (5"), (/S") transformirt, so müssen die letzteren sich im 
Punkte m schneiden, und ihre Tangentenebenen in diesem 
Punkte müssen eine körperliche Ecke bilden, die mit derjenigen 
körperlichen Ecke congruent ist, welche die Tangentenebenen 
der Flächen (27), (27'), {2:'') im Punkte ^l bilden. Man sieht 
daraus, dass, wenn zwei Linien ((?), ((?'), die sich im Punkte 
fi schneiden, in (s) und (s') transformirt werden, die Tan- 
genten der letzteren im Punkte m einen dem Winkel der 
Tangenten an {a) und (<r') im Punkte fi gleichen Winkel 
bilden. 

Nehmen wir nun noch eine Fläche •.(27'") hinzu, die die 
Schnittlinien der Flächen (27), (27'), (27") in den Punkten v, 
v\ v" trifft, welche imendlich nahe bei fi liegen. Die vier 
Flächen (27), (27'), (27"), (27"') begrenzen ein Volumen yi^yyy" 
dessen drei Dimensionen sämmtlich unendlich klein sind und 
das man als das Tetraeder ansehen kann, welches die Tan- 
gentenebenen der Flächen (27), (27'), (27") im Punkte fi mit der 
Tangentenebene von (27"') in einem der Punkte v, v', v" bilden. 
Dieses Tetraeder transformirt sich in ein Tetraeder mwn'w", 
dessen ebene Winkel und Flächenwinkel den entsprechenden 
Winkeln des ersten Tetraeders entweder gleich sind oder sich 
von jenen doch nur um unendlich kleine Grössen unter- 
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scheiden. Vernachlässigt man also jene unendlich kleinen 
Unterschiede, so kann man sagen, dass die Tetraeder mnnn' 
und yivvW ähnlich sind und dass zwei entsprechende Volu- 
mina von endlichen Dimensionen in dem Systeme der Punkte 
fi und in dem der Punkte m derart in Theile oder Elemente 
von drei unendlich kleinen Dimensionen zerlegt werden können, 
dass die entsprechenden Elemente ähnlich sind. 

Ebenso lässt sich beweisen, dass entsprechende Flächen- 
räume (2J) und^ (/S) von endlichen, Dimensionen sich in ähn- 
liche Elemente von zwei unendlich kleinen Dimensionen zer- 
legen lassen. Das Verhältniss zwischen den Grössen der ent- 
sprechenden ähnlichen Elemente ändert sich im Allgemeinen 
beim üebergange von einem Paare von Elementen zu einem 
anderen. Zur Bestimmung dieses Verhältnisses wollen wir das 
Verhältniss ztvischen zwei entsprechenden unendlich kleinen 
Linien fifi' und mm zu bestimmen suchen. Da O^i.Om = c^ 
und Ofi . Om' == c^, so ist Oft . Oin = Ofi' . Om' ; folglich 
Oft : Oft' = Om' : Om, und es sind daher die Dreiecke ^0^' 
und m'Om ähnlich, weil sie im Punkte einen von pro- 
portionalen Seiten eingeschlossenen gemeinsamen Winkel haben ; 

folglich ist: 

mm Om' 

fifi Oft 

Gesetzt, es sei fifi' die Sehne des in fi endigenden Bogen- 
incrementes z/(> der Curve (a) und mm' die Sehne des in m 
endigenden Bogenincrementes z/5 der dem (ö) entsprechenden 

Curve (5). Dann ist die Greifte des Verhältnisses — ? gleich 

rr-i dieselbe soll aber der Grenze des Verhältnisses -tt- gleich 
d<y' Ofi ° 

sein, die wiederum dem Verhältnisse jr-, = - gleich ist. Man 

hat daher ^ = ~ = T; ^^ ^ ^®^ gemeinsame Werth der Co- 

ordinatenparameter ist. 

Das Verhältniss der ähnlichen Flächenelemente in den 

r* 1 
Punkten \i und m ist -^ *= ^ , und das Verhältniss ähnlicher 

r^ 1 
Körperelemente ist -^ = V3 • 
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Ist der vom Punkte ^ und 5 der vom Punkte m in der 
Zeit t durchlaufene Weg, so ist das Verhältniss der Ge- 
schwindigkeiten dieser heiden Bewegungen zur Zeit t 

ds da P 

dt' dt 7' 

d. h. die Geschwindigkeiten sind den Entfernungen der beweglichen 
FimJcte vom Ursprung proportional. 

61. Bezeichnet man mit |, t^, g die geradlinigen Coor- 
dinaten des Punktes m hezüglich der Axen Oxy Oy, Oz, so 
hat man: 

i : X = ri : y =^ l : z = r.\ Q = c^ : Q^ = r^ ; c^^, 
woraus sich ergiebt: 

j. c^ X c^ y \ c^ z 



ajä + ^/^ + Ä«' '' aj2 -j- 2/2 + ^2 ? *» ^2 ^3^24. ^2; 
und 



*^ "^ t2 _\ nn^ \_ f'2 J y t2 \_ ^2 _]_ 9-2 7 ^ 



^' + v' + i'' ^ ^' + v' + S'' ^' + v' + t'' 

Die ersten drei Formeln können zur Transformation der 
Gleichung einer in geradlinigen Coordinaten §, rjj g gegebenen 
Fläche (S) in eine Gleichung in krummlinigen Coordinaten 
Xj y, z dienen; diese letztere Gleichung ist dann zugleich die 
Gleichung der Fläche {I^ in geradlinigen Coordinaten x^ «/, z. 
Die übrigen drei Formeln dienen zu der umgekehrten Trans- 
formation. 

Betrachten wir nun einige wichtigere Beispiele von Trans- 
formationen einer Fläche (2J) in eine Fläche {ß\ 

1) Es soll die Ebene (27) 

aa? + /Jy + y^ = * 

transformirt werden. 

Die Gleichung der transformirten Fläche (ä) in gerad- 
linigen Coordinaten |, r\y % ist: 

^2 «g + P^ + y? _ x> 

^ §2 + ^2^f2 — O. 

Dieselbe lässt sich leicht auf die folgende Form bringen 

- S)' + (' - i'D' + (« - S)'- Ä («■ + ^' + rt. 
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die eine Kugel darstellt Der Mittelpunkt derselben liat die 

Coordinaten 

c*a c^ß c^y 

der Radius ist gleich ^, ya^ + ß^ + y^'i s^^ S^^^ durch den 

Coordinatenursprung und ihr Mittelpunkt liegt auf dem vom 
Ursprung auf die Ebene {£) gefällten Perpendikel. 

Wenn die Ebene (2^) durch den Ursprung geht, so 
transformirt sich ihre Gleichung 

ax-jr ßy + y^ = 0, 

in die Gleichung 

«s + ^i? + ye = o, 

die eine mit (27) zusammenfallende Ebene darstellt. 

Eine in der Ebene (2) gelegene Gerade (A) geht durch 
die Transformation in die Peripherie desjenigen Kreises über, der 
durch den Schnitt der Kugel (S) mit der durch den Ursprung 
und die Gerade (A) gehenden Ebene entsteht. 

2) Die Kugelfläche (U) 

(^ - «)^ + (y - ßf + (^- yy = R' 

zu transformiren. 

Die Gleichung der transformirten Fläche lässt sich in 
die Form bringen: 

\} d^—By "»V d^ — By '^y d' — By {d^-^n-^yf 

wo (J^ = «2 -f- /J- + y^. Diese Gleichung zeigt, dass (S) eine 
Kugel ist; die Coordinaten ihres Mittelpunktes sind 

c^a c^ß c*y 

8^—B^' d^ — B^' d^ — B^'^ 

c^B c*B 

ihr Radius ist ^i__jJ2 oder t>^ ___ ^i ? je nachdem d > R oder 

8<R ist. 

Nehmen wir noch die Kugel (27^ 

hinzu. Dieselbe geht in die Kugel (S') 

\} ~~ d^^ — Ky ^" V ~~^^—B'y "^ y~~W^—B:y ^ (F^'-^B^y 
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über, wo 

*'2 _ ^l ^ p ^ j,'2^ 

Die beiden Kugeln (ä) und {ß') sind concentrisch, wenn 



daraus ergiebt sich zunächst die Bedingung 

a : a = ß> : ß = y ly, 
welche aussagt, dass die Mittelpunkte der Kugeln (Z) und 
(27') in einer durch den Ursprung gehenden Geraden liegen 
müssen; ferner die Bedingung 

8^ — B^ ~J ^ 

durch welche die gegenseitige Lage der Kugeln (2) und (Z") 
bestimmt ist. 

Diese Bedingung kann man auch schreiben: 

^2 _ J^2 ^ ^'2 _ J2'2 

oder 

d — F • 

^2 J^2 7J2_^2 

Die Grösse — ^ — oder — v — (je nachdem * > JB oder 

(J < JB) ist der Abstand des Punktes von der Polare dieses 
Punktes bezüglich einer Kugel vom Radius i?; folglich besteht 
jene Bedingung darin, dass der Ursprung bezüglich beider 
Kugeln eine gemeinsame Polarebene haben muss. Daraus 
lässt sich leicht eine Construction der einen Kugel ableiten, 
wenn die andere gegeben ist. 

Diese Transformation zweier nicht concentrischen Kugeln 
in concentrische findet eine wichtige Anwendung bei der 
Lösung des Problems von der Vertheilung der Elektricität 
auf sphärischen nichtconcentrischen Leitern.*) 

*) Ausführlichere Untersuchungen über die Transformation durch 
reciproke Radienvectoren finden sich in einem Memoire von Liouville, 
das im XII. Bande des Journal de Math^matiques pures et appliquees 
steht, sowie in seiner Note VI zu dem Werke von Monge, Application 
de Tanalyse k la G^omdtrie. Einige Anwendungen auf die Lösung von 
Problemen der Elementargeometrie und der sphärischen Trigonometrie 
findet man in dem Werke von Paul Serret, Des möthodes en Gäo- 
m^trie, Paris 1855. 
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Homogene Coordinaten. 

62. Sind g^, q^, q^, q^ vier Functionen des Punktes m, 
so sind die Verhältnisse von dreien unter ihnen zu der vierten, 
z. B. 

?L ?5« ?3 

?4' ?*' ^4' 

drei neue Functionen des Punktes m, die als Coordinaten des 
Punktes m angesehen werden können. Bei derartigen Coor- 
dinaten lässt sich die Gleichung f(^^y — , — ) = einer be- 
liebigen Fläche in eine in Bezug auf die vier Grössen g^, q^, q^, q^ 
homogene Gleichung umformen; daher nennt man diese vier 
Grössen die homogenen Coordinaten des PunJctes m. 

Wegen der bekannten Vortheile, . welche die ganzen ho- 
mogenen Functionen in der A.naljsis gewähren, zieht man 
häufig die homogenen Coordinaten anderen nicht homogenen 
vor. Die gebräuchlichsten homogenen Coordinaten sind die 
tetraedrisc^en, welche die Entfernungen des Punktes m von den 
vier Seitenflächen eines Tetraeders sind. 

Die drei Functionen g^, ^2? fe eiiies Punktes m, der einer 
gegebenen Fläche (S) angehört , lassen sich als homogene 
Coordinaten dieses Punktes ansehen, indem sie dessen Lage 
durch die Verhältnisse zweier von diesen Functionen zu der 

dritten bestimmen, z. B. durch die Verhältnisse — , — . Die 

gebräuchlichsten homogenen Coordinaten in der Ebene sind 
die trilinearen Coordinaten, welche die Abstände des Punktes 
von den Seiten eines gegebenen Dreieckes sind. 

63. Sind \, h^, A3, \ die Dififerentialparameter der ho- 
mogenen Coordinaten g^, q^, q^, g^, so ist der Parameter P 
der Function 

y=^fiSLi7 ^2; &; ad 

(s. §. 52) die geometrische Summe der vier partiellen Para- 
meter: 



^^h P-M^h P-A-'^^h P--\-^^ 
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die man auf \, h^, \y \ in dem durch das Vorzeichen der 

dV 
partiellen Derivirten ^ bestimmten Sinne aufträgt. 

Es seien z. B. q^, gg; Q.dy Q4, tetraedrische Coordinaten, 
d. h. die vom Punkte m auf die Flächen eines gegebenen 
Tetraeders T gefällten Perpendikel. 

Dann ist ä^ = Äg = ^3 == ^4 = 1; "i^d 

' ~ ±ag.' ^« =t ag , ^3 -^^23' -^4 — ±: ^^ • 

dV 
Wir setzen allgemein Pi=^ , indem wir P, als eine 

im Sinne der positiven oder negativen qi aufgetragene positive 
oder negative Strecke betrachten. Ist nun V eine homogene 
Function vom n*®^ Grade, so hat man: 

TT- aF , dv , dv . dv 

= Piqi + P2^2+Ps23 + P.Q,' (1) 

Zwischen den tetraedrischen Coordinaten g^ gg? Ö'a? 0^4. ^®" 
steht eine lineare Gleichung, die man folgendermassen erhält. 
Bezeichnen wir mit Q^, Q2, Ö3» Qa ^^^ Flächenzahlen der 
Seiten des Tetraeders Tj auf die die Perpendikel g^, gg; Qsy Qi 
gefällt sind, und nehmen wir allgemein als Richtung der 
positiven qi diejenige an, welche von der Fläche Qi nach der 
Seite hin geht, wo sich die ihr gegenüberliegende Tetraeder- 
ecke befindet; endlich bedeute T das Volumen des Tetraeders. 
Da dieses Volumen die algebraische Summe derjenigen vier 
Pyramiden ist, die die Seitenflächen Q^, Q2, Ö3; Ö4 zu Grund- 
flächen und den Punkt m zur gemeinschaftlichen Spitze haben, 
so hat man für jede Lage des Punktes die Relation: 

Qi 2i + Ö^Ss + <2s& + <24?4 == 3 T. (2) 

Mit Hilfe dieser Bedingung kann man aus der Function 
V eine der Coordinaten g^, ^g? Ö's? 9'4 eliniiniren und sie so 
in Form einer Function von drei unabhängigen Variablen 
darstellen. Mit Hilfe derselben Bedingung kann man jede 
nicht homogene Function der Variablen q^, q^, q^, q^ homogen 
machen, indem man die zur Homogeneität fehlenden Dimen- 
sionen durch Potenzen der Grösse 
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ergänzt; jede homogene Function V = f{q^, q^, q^^ q^ vom 
n^^ Grade kann man in der Form eines Bruches 



darstellen, der, wenn man Zähler und Nenner durch (y,** dividirt, 
zu einer Function der Verhältnisse von drei Coordinaten zur 
vierten wird. 

64. Für den Fall einer linearen homogenen Function 
geht der Ausdruck (1) über in 

wo Pj, Pg, P3, P4 constante Grössen sind. Bezeichnen wir 
denselben zur Abkürzung mit 

r=SPiqi. (3) 

Nun sei V der Werth dieser Function für einen anderen 
Punkt m (q\, q^, q^, g'J; man hat dann 

r = UPiq, 

und 

r-F=2:p,(g;-g,). 

Hierin ist q'i — q die auf P, projicirte Entfernung des 
Punktes m von m\ die wir mit r bezeichnen wollen, indem 
wir den Punkt m als Ursprung ansehen; es ist also 

q'i — qi = r cos (rP) 
und daher 

r'—r= 2Pi r cos (P.r) = r ZPi cos (P.r); 

aber ZPi cos (P«r) ist der Projection des Parameters P der 
Function V auf r gleich, denn P ist die geometrische Summe 
der partiellen Parameter P^, Pg, P3, P^; folglich ist: 

r— F=Pr cos (Pr). (4) 

Ist V = F, so ist cos (Pr) = 0, und der Punkt m' muss 
in einer durch m senkrecht zum Parameter P gelegten Ebene 
liegen. Daraus folgt, dass die Niveaufläche (F) eine Ebene 
ist. Und da P eine constante Richtung hat, so sind die den 
verschiedenen Werthen von F und V entsprechenden Niveau- 
flächen einander parallel. Für V > V ist die Projection 
>" cos (Pr) die Entfernung der beiden Niveauebenen von ein- 
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ander. Bezeichnet man dieselbe mit S, so ergiebt sich aus 
Gleichung (4) die Formel 

<J=-^r-^ (5) 

zur Bestimmung dieses Abstandes für gegebene Werthe von 
r, r und P. 

Sind Pi, Pg, Pg, P4, d. h. die Coefficienten der linearen 
Function V ^= ZlPiqi gegeben, so bestimmen sich die Grrösse 
des Parameters P und die Cosinus der Winkel seiner Richtung 
mit den Richtungen der Coordinaten durch die Formeln: 



P=y2:P,P, cos (g,2i), (6) 

cos (Pg,) = g . (7) 

Die Betrachtung der linearen Function V = ZlFiqi, ihres 
Parameters P und der vorstehenden Formeln (4), (6), (7) kann 
mit Vortheil zur Behandlung von Aufgaben der analytischen 
Geometrie benutzt werden, die sich auf die Ebene und Gerade 
im Räume beziehen.*) Wir beschränken uns hier auf die 
Entwickelung der Gleichung der Ebene und der Entfernung 
eines Punktes von einer Ebene. 

Die Gleichung 

F=2:p,ff, 

ist bei constantem P,- und V die allgemeine Gleichung einer 
Ebene in tetraedrischen Coordinaten. Sie kann mit Hilfe der 
Bedingungsgleichung (2) in Form einer homogenen Gleichung 

dargestellt werden. 

Die Entfernung 8 des gegebenen Punktes (g'i, q\, q'^, q\) 
von der gegebenen Ebene V=£Piqi bestimmt sich aus 
Formel (5), nämlich 

s = ±-^ — =±-^ — i^ > 

wo mau das Zeichen -|- oder — zu nehmen hat, je nachdem 



*) Man wende z. B. die oben dargelegte Methode auf die Lösung 
der in den Lehrbüchern der Geometrie des Raumes von Salmon und 
Hesse behandelten Aufgaben an. 
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SPiqi > V oder 2JFiqi < V, d. h. je nachdem der Punkt 
(s'i; Q27 Qdf ^\) bezüglich der Ebene V = SPiQi in dem 
ßaume liegt, wohin der Parameter P gerichtet ist, oder im 
entgegengesetzten. 

Wir wollen noch zeigen^ wie man die Gleichung der 
Tangentenebene einer gegebenen Fläche erhält. 

Die Gleichung der krummen Fläche (S) sei F==0, wo 
V eine homogene Function der Coordinaten g^, gg; (Zs; Q4 ist- 
Die Richtung *des Parameters P der Function F, der die geo- 
metrische Summe der partiellen Parameter 

j, _dV j, _dV -p _dV j, _dV 

'~dq,' ^^~dq,' ^'~dq,^ ^' ~ dq, 

ist, stellt die Normale der Fläche (S) im Punkte (q^, gg» ffs; Ö'J 
dar; folglich ist die in diesem Punkte auf P errichtete' senk- 
rechte Ebene die Tangentenebene der Fläche (S) in diesem 
Punkte. Nach dem oben Bewiesenen hat ihre Gleichung die 
allgemeine Form 

2Piqi = 
oder 

wobei q^j q^, gg, g^ constant und g\, q^, q^y ^'4 die Variablen 
sind, welche die tetraedrischen Coordinaten eines beliebigen 
in der Tangentenebene angenommenen Punktes bedeuten. 

Betrachtet man dagegen in dieser Gleichung q^^ q^^ g^g, q^ 
als constant und g^, q^y gg, q^ als veränderlich, so ist sie die 
Gleichung der ersten Polare, die dem Pole (g'^, g'g, g'g, g'J 
entspricht. 

65. Bezeichnen g^, gg, gg die trilinearen Coordinaten des 
Punktes m in einer gegebenen Ebene, d. h. die Abstände des 
Punktes von den Seiten, eines gegebenen Dreieckes JE", so hat 
man analog dem vorhergehenden für jede homogene Function 
F dieser Coordinaten: 

Wo n der Grad der Function Y ist; ferner sind 

V -^ V -^ P -^ 
^~cq,' ^~dq^' ^~dq. 
So m off, Mechanik. I. 10 
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die auf dfen Richtungen q^, q^, q^ aufgetragenen partiellen 
Parameter. Ihre geometrische Summe bildet den totalen Para- 
meter P. Ist die Function V linear, so sind die partiellen 
Parameter P^, Pg, P3 constant und es ist: 

r==P,q, + P,q, + P,q, = 2P,-g, . 

Bedeuten dann Q^^ Q2, Q^ die Seiten des Dreieckes K, 
auf welche die Perpendikel q^^ q^y q^ gefällt sind, so hat man 
für jeden Punkt die Bedingungsgleichung 

Qiii + ^2^2 + ^3^3 = 2ir, (a) 

mit deren Hilfe man jede nicht homogene Function der Co- 
ordinaten q^y q^^ q^ homogen machen und jede homogene 
Function als Function der Verhältnisse zweier Coordinaten 
zu der dritten ausdrücken kann. 

Es lässt sich leicht beweisen, und zwar ebenso wie für 
tetraedrische Coordinaten, dass die Niveaulinie für eine lineare 
Function V eine Gerade ist. Die, zwei verschiedenen Werthen 
V und F' entsprechenden Niveaulinien sind parallel und haben 
den Abstand 

wobei die Grösse und Richtung des Parameters P durch die 
Formeln 



COS (Pg,) = ^l' 

bestimmt sind. 

Die allgemeine Form der Gleichung einer geraden Linie 
in trilinearen Coordinaten ist 

WO Pj, P2, P3, V constant sind. Diese Gleichung lässt sich 
vermittelst der Gleichung (a*) in die homogene Gleichung 

(P, - 3) 1. + (P. - [-1) g. + (Ps - y^) 1. = (b) 

umformen. Bezeichnet man mit 8 den Abstand des Punktes 
{^ij ^'2; ^'3) ^^^ ^^^ Geraden (b), so ist: 
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Die homogene Gleichung 

f{ii, li, Qa) = 
stellt eine ebene Curve dar; und die Gleichung 

ist bei constantem g^, q^, q^ und variablen q^, q\, q.^ die 
Gleichung der Tangente jener Curve im Punkte (//j, q^, q^)\ 
bei eonstanten q^, q^^ q^ aber und veränderlichen q^, q^, q^ 
ist sie die Gleichung der ersten Polare, die dem Pole {q\, q^j q^ 
entspricht. 



VIII. Oapitol. 

Allgemeine Methode zur Bestitnmimg der Lage and Länge einer Geraden 
vermittelst ihrer Componenten oder ihrer Projectionen auf drei schief- 
winklige Axen. • Anwendung auf die Bestimmung der Geschwindigkeit. 

66. Die Grösse und Richtung einer beliebigen geraden 
Strecke r können entweder durch ihre Componenten oder durch 
ihre orthogonalen Projectionen auf drei, nicht in einer Ebene 

liegende Axen bestimmt werden. 
Es seien Ma^, Ma^, Ma^ (Fig. 34) 
die gegebenen Axen; a^, a^, «3 die 
Cosinus der Winkel a^Ma^, a^ Ma^, 
«1 Ma^'^ MM' eine dem r geometrisch 
«gleiche Strecke*, r^, r^y t^ ihre Com- 
ponenten nach den Richtungen der 
X gegebenen Axen und q^, q^} Qz ^^^ 
orthogonalen Projectionen auf die- 
selben Axen. Nach einer bekannten 
Formel (s. §. 23 am Ende) hat man dann: 

r2 = r^^ + r/ -f ^3^ + 2«^ r^ rg + 2a^ r^ r, + 2a3 r^ r^; (1) 
femer ist: 




Qi =n + «3**2 + «2^3; 

(>2 = «3n +^2 + «1^3? 
(>3 = «2 ^1 + «1 ^^2 + ^3- 



(2) 



10* 
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Diese drei linearen homogenen Functionen der Componenten 
^1? ^2? ^3 s^^^ ^^® halben Derivirten des Ausdruckes (1) nach 
diesen Componenten; setzt man also: 

JB = -J-r^ = ^(r^^ + r^^ + r^^ + 2«^ r^ r^ + 2a^ r^ r^ 

+ 2«3 n ^2), (3) 



so wird: 



_dB 



(>2 



dB 



93 



dB 



Indem man die Gleichungen (2) nach r^, rg, r^ auflöst, 
findet man die Componenten durch die Projectionen ausgedrückt, 
nämlich 



n = j (^11 ^1 + ^12 ^2 + ^13 9s), 
^2 = 2 (^21 9l + ^22 92 + ^23 (^s); 
^3 = 5 (^31 9l + ^32 92 *+ ^33 (^3); 



(4) 



WO -^ die Determinante 



1 «3 «2 

«3 1 «1 
«2 «1 1 



= 1 



«1^ — «2^ 



«3^ + 2«! «2 «s 



(5) 



und -^r« deren Derivirte nach dem in der r^^^ Horizontal- und 
^ten Vertikalreihe stehenden Elemente bezeichnet; dabei ist 
jdrs = ^*r, denn die Determinante ist symmetrisch. Man sieht 
leicht, dass: 



^3; ^IB 



a]«3 — «27 



^11 = 1 — «1% ^12 = «1 «2 ■ 
z/21 =T= «1 «2 — «37 ^22 = 1 — «2% ^23 = «2 «3 " «1 ; (5^) 
* -^31 '^^ «1 «3 «2 ? ^32 ^^^ «2 «3 ^If ^33 ==^1 «3 • 

Die Grösse B kann in Form einer homogenen quadratischen 
Function der Projectionen q^, Q2) 9s dargestellt werden. Nach 
der Eigenschaft der homogenen Functionen hat man nämlich 

= i (Pi »"i + (>2 »"ä + 93 »"s); 
was infolge der Formeln (4) in 

•R = 2^ (^U Pl* + ^22 92^ + ^33 93^ + 2^23 9i 9s + 

+ 2 z/31 93 Pi + 2 ^12 9i 9«) (C) 
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übergeht. Diese Formel heisst bezüglich der ursprünglichen 
(3) die ihr cmijtufirte. 

67, Nehmen wir nun noch das System der Axen Mh^y 
Mh^y M\ hinzu, die zu den Ebenen 

a^Ma^j a^Ma^y a^Ma.^ 

respective senkrecht und so gerichtet sein sollen, dass die 
Winkel h^Ma^, h^Ma^j \Ma^ nicht grösser als 90^ sind. 
Dieses Axensystem werden wir das Complementärsystem des 
ursprünglichen Systems der Axen Ma^, Ma.^, Ma^ nennen. 
Da die Axen Ma^, Ma^^ Ma^ auf den Ebenen h^Mh^, h^Mh^, 
\ Mh^ senkrecht stehen, so bilden sie ihrerseits das Com- 
plementärsystem des Systems M\, Mh^, M\. Die Cosinus 
der Winkel \Mh^y \Mh^y \M\ wollen wir mit öj, Og, cjg 
bezeichnen. Diese, sowie auch die Cosinus der Winkel \ Ma^ , 
h^Ma^y \Ma^ lassen sich mit Hilfe der Determinanten z/ 
und ^rs ausdrücken. 

Zu diesem Zwecke wollen wir für einen Augenblick an- 
nehmen, es sei r eine der Einheit gleiche, auf der Richtung 
M\ aufgetragene Strecke MA] in diesem Falle ist 

wenn man mit r\y r\y r\ die Componenten der Strecke 
MA nach den Axen iUfa^, Ma^^ Ma^ bezeichnet, so ergiebt 
sich aus den Formeln (4): 

r\ = ^ cos (Äi aj , r\=^ cos {\ a,), r\ = ^ cos (A^ a^. 

Nun ist aber MA die Projection der Strecke r\ auf die 
Axe M.\\ denn eine zu a^Ma^ parallele, durch den Endpunkt 
von r\ gehende Ebene geht durch den Punkt A und ist zur 
Axe M\ senkrecht; folglich ist 

1 = r\ cos (7*1 «i) = —- cos^(Äi «i); 
daraus folgt 

'cos(Ä,a,) = |/J. (7) 

Ebenso findet man, dass 

cos (Ä2 «2) = ]/ ^ , cos (A3 t^g) = 1/;^ . (8) 
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Die Strecken r\^ und MA haben die gemeinsame Projection 
MB auf der Axe MK^\ denn die der Ebene a^Ma^ parallele, 
durch A gehende Ebene geht auch durch den Endpunkt C 
von t\\ folglich ist: 

cos (Ai 7*2) = r\, cos (Ag a^ = ^-^ ")/^ ]/-^^ , 
d. h. 

Ebenso findet man^ .dass 

■^23 ^, -^13 



^^ 1/^ ./ • W 



(»1 = — ^^ - - , (»2 

V^22 ^33 VAl ^33 



(10) 



Es seien nun mj, mg, ^3 die Componenten und %, Wg, «3 
die Projectionen einer Strecke r = MM' auf die Axen M\ , 
Mh2, Mh^] wir wollen die Abhängigkeit dieser Grössen von 

^1; ^2; ^3? Pi? (>27 (>3 bestimmen. 

Eine zu \M\ parallele, durch denJEndpunkt ütf' von r 
gehende Ebene steht auf der Axe Ma^ senkrecht und geht 
durch den Endpunkt von m^ ; daher haben r und m^ eine ge- 
meinsame Projection auf Ma^, d. h. es ist: 

m^ cos(Äi öl) = Qi, 
also ' 

^ cos (Äi ttj) ' 

was nach Formel (7) liefert: 

% = Pil/^- (11) 

Ebenso findet man: 

= (>2]/^, % = Pa]/5. (12) 

Da _ _ _ 

r = mi + ^2 + mg, 
so ist 

B = ^ {m^ + ^2 + ^3)^ = i [%^ + ^2^ + >W3^ + 2(01 mg w^g + 

+ 2a}2 mg m^ + 2033 m^ m2], 

woraus man mit Hilfe der Gleichungen (11) und (12) die con- 
jugirte Form (6) erhält. 

Zur Bestimmung der Projectionen der Strecke r auf die 
Axen Mliy^y M\^ M\ hat man: 



m2 
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_ cli _ cR 



, »h 



fR 
cm. 



(13J 



Eine zu a^Ma^ parallele, durch M' gehende Ebene geht 
durch den Endpunkt von r^ und ist zu J/A^ senkrecht; daher 
haben r und r^ eine gemeinsame Projection auf Mh^, d. h. 

r^ cos (hl Ui) = Hl ; 
daraus folgt 

'•i=»iV'-*i' (14) 

und ebenso ergiebt sich: 



r-i = »-2 y^ , '•a = «3 y^'-j ■ 



(15) 



Die Formeln (11), (12), (14), (15) können in folgender 
Form geschrieben werden: 



dB 1/^ cR l/^tt 

'»* = äF, K -j , '•^ = g^. K ^- ' 

WO Z; = 1, 2, 3. Ausserdem ist : 



(16) 



W, Mg Wg 



?1 ?2 ^3 

68« Die Determinante 



33 



^ = 1 — ff^2 «2* — «3^ + 2«! «2 ^3 

werden wir Determinante des ursprünglicJien Systems der Axen 
Ma^, Ma^, Ma^ und die Determinante 



zr = 



1 Ö3 


ög 


Ö3 


1 


öl 


Og 





ll 



= 1 — G>i — Ö2 — ^3 + ^^1 ^2 ^J 



Determinante des Complementärsystems nennen. Bezeichnet man 
nun mit z/h die Derivirte der letzteren nach dem in der 
^ten Horizontal- und i^^ Vertikalreihe stehenden Elemente, so 
ist nach den Formeln (7), (8), (9), (10): 



cos 



(«1 K) = j/;^ > cos («2 h) = ]/^ , 



cos («3 A3) = y4- ; 



«1 



^ 



23 



^'31 



V^'22 ^'33 F-^ 33 ^'11 



12 



y^ii ^22 



(17) 
(18) 
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und 



^v 



^,1 



Z/' = 



V^^u As l^Ai As 



Ai 



'23 



As 



'23 



was sich reduciren lässt auf: 



V^22 As 
1 



^ = 



Ai A2 As 



Da nun 



Ai ^12 ^13 
-^21 ^22 ^23 
^31 ^32 ^33 



so folgt: 



Ebenso findet man: 



^11 ^12 ^13 
^21 ^22 -^23 
^31 ^32 -^33 



= ^S 



zr = 



zl* 



z/ = ^ 



Ai A2 As 



^'11 ^'22 ^ 



33 



Hieraus ergiebt sich die bemerkenswerthe Beziehung 
zwischen ^ und ^'; 

^^' = ^11 ^'22 ^33 • ^'11 ^22 ^'33 • (19) 

Aus der spWLrischen Trigonometrie ist bekannt, dass Y^ 
das Volumen eines Parallelepipedons ausdrückt, dessen Kanten 
gleich 1 sind und die Richtungen von Ma^^^ Ma2, Ma^ haben. 
Man kann sich davon leicht auf folgende Weise überzeugen. 

Die Grösse Y^i = Vi — ccj^ ist der Sinus des Winkels 
«2 Mag und stellt daher die in der Ebene dieses Winkels 

liegende Parallelepipedonseite dar; cos (a^ \) = 1/ — ist die 

Länge des aus dem Endpunkte der in Ma^^ liegenden Kante 
auf jene Seite gefällten Perpendikels; folglich ist 

das Volumen des Parallelepipedons. Aus demselben Grunde 
isfj/z/' das Volumen eines Parallelepipedons, dessen Kanten 
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gleich 1 sind und die Winkel \Mh^, h^M\, \Mh^ ein- 
schliessen. 

Die Grösse 



n fi rj 



Y2 



ist das Volumen eines über r^, r^, r^ als Kanten construirten 
Parallelepipedons, dessen Diagonale r = MA ist: endlich ist 

Wi nu, m^ ]/z/' 

das Volumen eines über m^, %, m^ als Kanten errichteten 

Parallelepipedons, dessen Diagonale gleichfalls r = MA ist. 

69. Gesetzt, es sei M der Ort des beweglichen Punktes 

ni zur Zeit ^, q^, q^, q^ seine Coordinaten; A^MA^, A^MA^, 

A^ MA, (Fig. 35) die Co- 
ordinatenflächen (q^), (q,), 
fe); MA,, MA,, MA^ 
die Coordinatenlinien(g2g3), 

(^3 (li)y kl Q2) und Ma, , Ma,, 
Ma^ die Coordinatenaxen, 
d. h. die Tangenten der 

Coordinatenlinien im 
Punkte Jlf ; dabei sei vor- 
ausgesetzt^ dass die Axe 
Ma, im Sinne von ^g^ > 
gerichtet ist, d. h. nach 
der Seite, wohin man den 
Punkt M verschieben muss, um die Coordinäte q, wachsen 
zu lassen; ebenso seien Ma, nach der Seite ^q, > und Ma^ 
nach der Seite ^q^> gerichtet. 

Bedeuten nun h^^^h,, \ die DifiFerentialparameter der Co- 
ordinaten g^, q,, q^, so stellt sich \ als das in M auf der 
Ebene a2Ma^ errichtete Perpendikel M\ dar; ebenso h, als 
das auf a^Ma, errichtete Perpendikel Mh, und \ als das 
Perpendikel Mh^ der Ebene a^Ma,'^ dabei sind die Winkel 
a,M\, a^Mh,, a^Mh^ spitz, da Mhk und Mük bezüglich der 
Fläche (qk) nach derselben Seite ^g* > gerichtet sind. 

Die Axeri Ma,, Ma,, Ma^ und die Axen Mh,, Mit,, M\ 
bilden zwei Systeme die zu einander gegenseitig complementär 
sind. Auf diese beiden Axensysteme wollen wir nun die Formeln 
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der vorhergehendeu Paragraphen anwenden, wobei wieder a^ , 
«2, «3 die Cosinus der Winkel a2MaQ, a^Ma^, a^Ma^ und 
(ö^, Og; »3 die Cosinus der Winkel h^Mli^, h^Mh^, h^Mli^ 
bedeuten. 

Ausser den Dififerentialparametern \y h^, \ werden hier 
noch drei von ihnen abhängige Grössen auftreten, die wir 
reciproke Parameter nennen wollen: Dieselben lassen sich 
folgendermassen allgemein definiren. 

Der redpröke Parameter der Coordinate qr, den wir mit 
ar bezeichnend ist der redpröke Werth der Derivirten der Co- 
ordinate qr nach der Verschiebung in der Axe Mar] dabei 
denken wir uns diesen Werth als Länge auf Mar im Sinne 
jdqr > aufgetragen. 

Da die derivirte Function des Punkte^ qr nach der Ver- 
schiebung in der Richtung Mar gleich der Projection des 
Parameters hr auf diese Axe, d. h. gleich hr cos (Kar) ist, 
so hat man: 

— 1 

'" h^ cos {h^a^)- 

Macht man 

h^ COS (h^a^)' 

SO ist dies die Strecke, welche den reciproken Parameter dar- 
stellt. Da also ar hr cos (arhr) === 1, so ist das geofnetrische 
Product des directen Parameters K in den redproken ar gleich 1. 
Die Formeln (7), (8) und (17) geben: 



a» 



Im Falle eines orthogonalen Systems ist 

i 

cos {hrar) ==■ 1 und ar = j- , 

r 

Diese Grösse ist es , welche Lame mit Hr bezeichnet, 
(s. Le§ons sur les coordonnees curvilignes, pag. 74).« 

70, Gesetzt, der Punkt m durchlaufe in der Zeit r die 

Strecke MM] es seien q^ + ^iiy ^2 + ^Ö'2> Qs + ^Ss ^le 
Coordinaten des Punktes Jf'; die entsprechenden Coordinaten- 
flächen {qi + ^q^), {q^ + ^q^, fe + ^ffs) mögen die Co- 
ordinatenlinien {q^q^}) istzii)) Öift) ^^ ^^^ Punkten Ä^^ A^j 
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A^ trefifen und die Flächen (q^), {q^, (q^) die Coordinatenlinien 

^2 + ^Q'2) ^^ ^^^ Punkten Ä\y Ä^^ Ä.^. 

Die Geschwindigkeit v = MT des Punktes m zur Zeit t 
bei der Bewegung auf MM! ist zusammengesetzt aus der 
Geschwindigkeit der Bewegung des Punktes A^ auf der Co- 
ordinatenlinie (^223) ^^^ ^^^ ^^^ Geschwindigkeit der Be- 
wegung des Punktes -4\ auf der Fläche (gj; die letztere ist 
wiederum zusammengesetzt aus der Geschwindigkeit der Be- 
wegung des Punktes -42 auf der Linie ((/aö'i) ^^^ ^-^^s der Ge- 
schwindigkeit der Bewegung des Punktes A^ auf der Linie 

{q^q^\ folglich ist v die geometrische Summe der Geschwindig- 
keiten der Bewegungen der Punkte A^^ A^y A^ auf den Coor- 
dinatenlinien (qiQsJy (qs^i), (<il^2)- 

Bedeutet s einen Bogen der Coordinatenlinie {q2q^j der 
in irgend einem Punkte auf der Seite ^g^ < beginnt und 

im Punkte M endigt, so ist + ^- die Geschwindigkeit der Be- 
wegung des Punktes A^ zur Zeit ^; dieselbe hat die Richtung 
von Ma^y wenn ^ > und die entgegengesetzte im Falle 

-77 < 0. Bezeichnet man mit gV die Derivirte der Coordinate 

qr nach t^ so ist: 

/ da. ds 7 /, X fZs \ ds 

«> = d? • di = ^*i cos(ÄiaJ • j-^ = - ^ ; 

folglich 

ds , 

Ebenso findet man, dass a^q^.^ und a^q^ die Geschwindig- 
keiten der Bewegung der Punkte A<^ und A^ sind, und zwar sind 
dieselben mit + oder — zu nehmen, je nachdem sie dieselbe 
oder enigegengesetzte Richtung, wie die reciproken Parameter 
^2 und a^ haben. Jedenfalls hat man: 



V = a^g^ + «232 + ^39'V 

Wendet man nun auf v die Formel (1) an und bezeichnet 
\v^ durch T, so ergiebt sich: 

T=\Wi^ + V^7 + (^Nz + ^«1 0^20^3« 2(Z'3 + 
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dies kann man zur Abkürzung auch schreiben 



T=^2 arasq'rqs, (21) 



wo artts das geometrische Product der beiden reciproken Pa- 
rameter ar und a, und 2 die Summe aller der Ausdrücke be- 
deutet, die man aus arttsqris dadurch ableiten kann, dass 
man r = 1, 2, 3 und 5 = 1, 5, 3 setzt. 

Die Grösse T heisst die lebendige Kraft oder die active 
Energie.^) Um uns kürzer auszudrücken, werden wir sie für's 
erste einfach Energie nennen. 

Für ein gegebenes Coordinatensystem der g^, ^g; Qs sind 
Grösse und Richtung der reciproken Parameter ar bekannt. 
Weiss man überdiess, welche Functionen der Zeit die Coor- 
dinaten sind, so kann man die Energie T nach Formel (1) 

bestimmen und dann den Werth der Geschwindigkeit t;==]/2 T 
finden. Die Richtung der Geschwindigkeit bestimmt sich ver- 
mittelst ihrer Componenten «j^'i, a2q2 ^^^ ^sQd oder ver- 
mittelst ihrer Projectionen auf die Axen Ma^, Ma^, Ma^, die 
sich aus den Formeln (2) und (3), wie folgt, ergeben: 

V cosfvai) = «i^'i + «gag^'g + ^^(^zi^^ 

V cos {va^} = cc^ a^i^ + a^q^ + «i «sS^'s? (22) 

V cos(t;a3) = a^a^^ -f a^a^q^ + «afzV 

Durch Multiplication dieser Ausdrücke mit a^,' ag, a^ er- 
giebt sich: 

a{ü ^o^{a^v) = ö^i<^i^'i + öt^ag^'g + ^^^''s? 

a^v C08(a2v) = a^a^q^ + a^a^q^ + «2%2'3; 

a^v cos (a^v) = a^a^ q\ + a^a^ q^ + «^a^^s Ö'V 

Die rechten Seiten sind die Derivirten des Ausdrucks (21) 

O rji 

nach q\, q^y q^\ wenn man also ^ — =i?r setzt, so hat man: 

a^v = pr und v cos (var) = —pr - (23) 

Aus den Formeln (11) und (12) ergeben sich nun die 
Componenten der Geschwindigkeit v nach den Complementär- 



*) Der Grund für diese Benennung wird in der Dynamik erklärt 
werden. 
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a^en Mh^, M\, ^K? ^- ^' ^^^^ ^^^n directen Coordinaten- 
parametem \y h^, h^. Allgemein ist 






und da 

so ist 
folglieh 

und 



m 

Or 



hV'j-"- 



nir = hrPr] 



r = ÄjPi + fhPi + hPs 



'^^iWPzPi + ^fOshhPiPi)'^ 

oder indem wir diesen dem Ausdruck (21) eonjugirten Aus- 
druck für die Energie mit T bezeichnen: 

T = ^I]KhsPrPs. (24) 

Die Projectionen der Geschwindigkeit v auf die Parameter 
h^j Äg, A3 drücken sich durch die Formeln aus: 

V COs(t;Äi) = ÄiPi + OgÄgiJg + 02^3^3; 

V COS (Vh^) = CD^h^Pi + Ä2i>a + CöiÄ3l>3 , 

V cos (vh^) = (o^JhPi + cdJi^p^ -f Ä3JP3 . 

Durch Multiplication dieser Formeln mit h^, h^j \ er- 
giebt sich: 

K^ = ä^, ^2^ = ä^; Ä3i; = ^^ . (25) 

Die Formeln (14) und (15) geben 



und da 



so ist 



1 l/drr 



q'r = Art? 



und allgemein 



ax 



V cos (t?Är) = jrir ' (26) 
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Aus den Formeln (21), (22), (23) und (24) lassen sich 
Ausdrücke für die Cosinus der von der Geschwindigkeit mit 
den reciproken und directen Parametern gebildeten Winkel 
ableiten-, es ist nämlich: 

cos (var) = -;:rj=: 19r, COS (vkr) = "— ^'r • (27) 

Im Falle orthogonaler Coordinaten q^^ q^, q^ fallen die 
Richtungen der directen Parameter A^, Äg; \ ^^^ ^^^ Rich- 
tungen der Coordinatenaxen, d. h. mit den Richtungen der 
reciproken Parameter a^, «2, a^ zusammen; dann ist 

cos (Jlrdr) = 1> Clr = j— 

und die obigen Formeln nehmen die Gestalt an: 

Pr = j-i q'r, V COS (vJlr) = y q'r = KPr- 



(28) 



71, Wir wollen nun die zur Bestimmung der Geschwindig- 
keit abgeleiteten Formeln auf specielle Fälle und zur Lösung 
von einigen Aufgaben anwenden. 

1) Polarcoordinatensystem im Eaimie. Der Punkt m sei 
bestimmt durch den Radiusvector r, den Winkel g?, den die 
Richtung von r.mit einer festen, durch den Anfangspunkt von 
r gezogenen Axe bildet, und durch den Winkel-^, den die 
Ebene des Winkels g? mit einer. festen Ebene bildet. Dieses 
Coordinatensystem gehört zu den orthogonalen. 

Im §. 54 3) haben wir die Parameter dieser drei Coor- 
dinaten gefunden, und zwar: \ = 1 für r, h^ = — für g? und 

^h = ,T~^ f^^r ^5 daher ist a^ = 1, «2 = ^*; ^3 ==" ^ sing?; 

dabei haben a^ und \ die Richtung von r, Äg und ^2 liegen 
in der Ebene des Winkels g? und sind senkrecht zu r im Sinne 
von zig? > 0, A3 und a^ endlich stehen auf jener Ebene senk- 
recht und zwar nach der Seite zi^>0. 

Die Ausdrücke (21) und (24) für die Ener^e reduciren 
sich auf die folgenden 

T = ^ (r^ + ^^ 9^'^ + ^'^ sin^ g? • ^'^), 
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WO 

Pi = /, P2 = r^q), 2h = ^^ ^^^^ 9^ ' ^'• 
Die Formeln (22) und (25) geben: 

t; cos (vhi) = t? cos (vr) = r , t; cos (r Ag) = rg)\ 
r cos (VÄ3) «= r sin g? • ^'. 

Gesetzt, z. B., es sei r = a^, 9^ = Const., tl; = ht, wo c» 

und h Constante sind. Dann bewegt sich der Punkt m auf 

dem Kegel g? = Const. und beschreibt eine Curve, deren 

Gleichung ist: 

a 

man erhält dieselbe durch Elimination von t aus den Glei- 
chungen r = at und ^ = 6^. Diese Curve hat die Gestalt 
einer Schraubenlinie. Man construire ihre Tangente und finde 
ihre Bogenlänge. 

2) Elliptische Coordinaten im Baume. Die Formeln (12) 
des §. 57 liefern: 

"^ («1 + ^3) («2 + ^3')' («-3 + ^3) J 

^ - ^ L (X, - a;) {X, - X,) ^'1 "t- 

I («1 + ^2 ) (<^^2 + h ) i^s + ^2) ^ 2 I («1 +A) («2 + ^3) K +^^3) 2I 

■^ (X, - XJ (A, ~ ^3) ^^ "^ (X, - X,) {l, - l,) "P'^ ] 

^ cos (...) --= i [(^^^^'^q^f^^ln;)]^ . A'. 
. cos (..3) == i [„. Ah^' VV(a 7TO] ^ • ^^- 

a) Die Länge der Coordinatenlinie (X, X^) zu bestimmen, d. h. den 
Schnitt des Ellipsoids (XJ mit dem ihm confocalen einmanteligen Hyper- 
boloid (Xjj). 
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Hierzu wollen wii* annehmen, dass sich der Funkt m auf der Linie 
(^1 ^2) gleichförmig mit der Geschwindigkeit v = 1 bewege. In diesem 
Falle ist 

folglich, wird: 



= 1 r v^8 — ^1; (.^3 -• ^2; ■ 1 

* [(«1 + ^3) («2 + ^3) («3 + ^3)J • 



Integrirt man diesen Ausdruck, indem man X^ und X^ als constant 
ansieht, so erhält man die Länge s. Die zwischen den Ebenen yz und 
zx, d. h. zwischen den Ebenen Xg = — Oi und X^ = — a^ liegende Länge 
ist durch das Integral 



— (h. 



^, r r »3 - ^i) fe - ^2) 1^ 

y L(«l + ^3) («2 + ^3) («3 + ^3 J 



— Ol 

ausgedrückt, welches sich auf Abel' sehe Functionen zurückführen lässt. 
Die Länge 4 s ist der vollständige Perimeter der geschlossenen Curve 

b) Die Länge der Schnittcurve des Ellipsoids (ij mit einer ihm 
concentrischen Kugel vom Radius r zu bestimmen. 
Diese Curve ist durch die Gleichungen bestimmt 

X^ = Const., r^ = tti + ttg + ag + ^1 + ^2 + ^3» 
s. §. 58, (14), wo r constant ist. Setzt man 

r^ — a, — «2 — ^ — ^1 = w, 
so ist 

K + X3 = m 

die Gleichung der Kugel. Nimmt man nun wieder «? = 1 an und be- 
zeichnet die gesuchte Länge mit s, so ist 

ds^Hm-^X,)\ fl^)arn-.xS V^'^' 

wo 

m^{a,+X) (02 + A) {a^ + X), 

* A == Aj [m^ + a^ag + agO^ + a^^a^ — r^ + ^J — aiajag, 

J? = (r2 — 2^i) w, a = r« + m. 

Damit die Kugel (r) das Ellipsoid (^J schneide, sind die Bedin- 
gungen r* <; «1 + ^1» ^^ !^ ^ + ^1 erforderlich. Ist ausserdem auch 
r* > «2 + ^1 » so besteht die Curve aus zwei getrennten Theilen , die 
zur Ebene zy symmetrisch gelegen sind; jeder Theil ist eine geschlossene, 
die a;-Axe umschliessende Linie. Ihre Länge c ist durch das Abersche 
Integral 
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a. 



= / (m - 2i) j 



fi}.) f{m — X)i 



— Oa 



dargestellt. Ist aber r* < a^ + >li , so besteht die Curve aus zwei zur 
o;^- Ebene symmetrisch gelegenen Theilen; jeder derselben umschliesst die 
Z'Axe. Die Länge a des vollen Umfanges ist durch das Integral aus- 
gedrückt: 

— Oa 

— Ol 

3) Für die Thomson'schen Coordinaten (§. 61), die man 
durch Transformation der rechtwinkligen, geradlinigen Coor- 
dinaten rr, y, z vermittelst reciproker Radienvectoren erhält, 
hat man: 



C / rtt i '9 i /o V m T 



T==^ ix" + r + <^\ T = 2^. Ol* + !>/ + V^), 

WO 

ytS ^2 ^8 

t? COS (vAi) = ^ ic', t; COS (t^Äg) = ^ 2/'j v cos (17^3) = -,/. 

Da ^(ic'* + y^ + /^) die Energie der Bewegung des 
Punktes m ist, wenn dieser durch die geradlinigen Coordinaten 
Xj 2/, z bestimmt ist, so sieht man aus dem Ausdruck für T, 
da SS die Energie der Bewegung des Punktes ^ gleich ist der 

Energie des Punktes m^ multiplicirt mit -4 . Bezeichnet man 

daher mit ds und d6 die Dififerentialelemente der von den 
Punkten m und ^ durchlaufenen Wege s und <?, so ist: 



C2 

was mit dem am Ende des §. 61 Bewiesenen übereinstimmt. 
Anwmdwixgefni a) Die Länge der Curve zu bestimmen, in welche 
die Schnittcurve des Ellipsoids (Xi) mit dem Hyperboloid (X2) bei der 
Transformation durch reciproke Radienvectoren übergeht. Bedeutet c 
den Bogen dieser Curve, so hat man: 

«i + «2 + «s + ^1 + ^2 + ^3 

Somoff, Mechanik. I. 11 
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nnd daher 



— <h. 



/ «1 + «0 + «3 + ^1 + ^2 + ^3 L(«i + '^a) («2 + ^3) («3 + ^3) J * 



— «1 



Die Curve in welche sich die Schnittcurve der Flächen {X^) und (Xj,) 
verwandelt, ist der Schnitt der Flächen vierter Ordnung: 



"1+^1 «2 + ^1 «3 + ^1 



7*2 * «72 ^2 



«1 + ^2 C^2 + ^2 ^3 + ^2 

Durch diese Curve geht auch der Kegel zweiter Ordnung: 

+ J^' 4. '11 = 



(«1 + ^1) («1 + ^2) («2 + ^1) («2 + ^2) («3 + ^1) («3 + ^2) 

b) Die Länge der Curve zu bestimmen, die durch Transformation 

der Schnittcurve des EUipsoids {X^) mit einer ihm concentrischen Kugel 

vom Radius r entsteht. Dazu ist nur nöthig, die Ausdrücke (a) und (b) 

c* . . 

mit der constanten Grösse -^ zu multipliciren. Die transformirte Curve 

ist der Schnitt einer Fläche vierter Ordnung mit einer Kugel vom 



Radius q = 



^2 



4) Für ein geradliniges, schiefwinkliges Coordinatensystem 
der ^1, ^2; ^3 sind die Parameter a^, a^, a^ gleich 1 und be- 
halten constante Richtungen. Die directen Parameter sind 

''.=1/5. ^.=1/5-^3=1/5 

und behalten auch constante Richtungen, die zu den Coor- 
dinatenebenen senkrecht sind. 
In diesem Falle ist: 

^= i {q7 + qV + q7 + 2«! q\ i, + 2a, c[, q, + 2a, q, q\\ 

Pl =4l + «3 ^''2 + «2 ^'3 
JP2 = «33''l + ^'2 + «l^'s 

l>3 = «22'l '\'^ii%-\'iz 
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5) Es seien g^, q^, q^ die kürzesten Abstände des Punktes 
m von drei in einem Punkte sich schneidenden Ebenen Q^, 
Q27 Qsj wobei qr auf einer Seite der Ebene Qr als positiv und 
auf der entgegengesetzten als negativ betrachtet wird. 

Für ein solches Coordinatensystem sind die Parameter 
Ai, h^, A3 gleich Eins und stehen auf den Ebenen Q^, Q^, Qs 
senkrecht. Die reciproken Parameter a^, a^, «3 sind den 
Schnittlinien der Ebenen Q^, Q^, Q^ parallel, und zwar ist a^ 
parallel der Schnittlinie von Q^ und Q^, a^ dem Schnitt von 
^3 und Q^y «3 dem von Q^ und Q^, Die Cosinus coi, cog, O3 
gehören den Flächenwinkeln {Q^Qz), {QzQdj {Q1Q2) ^n und 
sind daher constant; die Cosinus cc^, a^, a^ sind ebenfalls 
constant und gehören den von den Schnittlinien der Ebenen 
Qiy Q27 Qs gebildeten ebenen Winkeln an. 

Die Werthe der reciproken Parameter bestimmen sich 
durch die Formel: 






In dem vorliegenden Falle ist: 

Gesetzt, z. B., der ^unkt m bewege sich gleichförmig auf 
einer Curve, deren Gleichungen sind 

^1^2 = ^^ ^i^3 = < («) 

wo m und n constante Grösse bedeuten. Die erste der Glei- 
chungen (a) gehört einem Cylinder an, dessen Erzeugende 
der Schnittlinie der Ebenen Q^ und Q^ parallel sind und dessen 
Leitlinie eine Hyperbel in einer zu jener Schnittlinie senk- 
rechten Ebene ist; die zweite repräsentirt einen Cylinder, 
dessen Erzeugende der Schnittlinie der Ebenen Q^ und Q^ 
parallel sind und dessen Leitlinie eine Hyperbel in einer zu 
jenem Schnitte senkrechten Ebene ist; folglich ist die Tra- 
jectorie des Punktes m die Schnittcurve dieser beiden Cylinder. 
Wir wollen nun die Zeit t als Function der Coordinate q^ 
auszudrücken suchen. Eliminirt man q^ aus den Gleichungen 
(a), so erhält man die Gleichung 

n^q^ ~ m^q^ = 0, (/J) 

11* 
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die eine Ebene darstellt; also ist die Trajectorie eine ebene 
Curve, eine von den Curven zweiter Ordnung. Die Gleichungen 
(«) geben 



daher ist: 






Sil 



Ä = a^% 

folglich wird 

dt = ±:^,YM^^^2W^f+C . dq„ 

WO das Zeichen -|- zu nehmen ist, wenn q^ bei wachsendem 
t zunimmt und — , wenn es abnimmt. Bedeutet q^ den Werth 
der Coordinate q^ für ^ = 0, so ist: 

t -= ± f ^.VM^^'^^JB^TC . dq,. 

Dieses Integral lässt sich auf elliptische Integrale zurück- 
führen. 

6) Fügt man zu den drei Abständen q^^ q^, q^ des Punktes 
m von den Ebenen Q^, Q^, Q^ noch seinen Abstand q^ von 
einer Ebene Q^ hinzu, die mit jenen Ebenen ein Tetraeder A 
bildet, so erhält man ein System von homogenen, tetraedrischen 
Coordinaten (§. 63), zwischen denen die Gleichung 

QxOi + Q2(l2 + Q^Oz + Q^<l4. = 3^ (a) 

besteht, worin A das Volumen des Tetraeders und Q^, Q^^ 
Qz^ Q4. ^^6 Inhalte seiner Seitenflächen bedeuten. Zwischen 
den Derivirten dieser Coordinaten nach der Zeit besteht die 
homogene Gleichung 

QiQi + Q2Q2 + QsOs + Q^Q\ = 0, 
mit deren Hilfe man aus dem Ausdruck für die Energie 



die Quadrate q\^, q^^ q^ eliminiren und denselben dadurch 
auf die Form bringen kann: 
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+ AA22a\ + AaQsQa- 
Dies wollen wir der Kürze halber schreiben: 

T=^^2:Arsqrqs. 

Der Coeffieient Ar» hierin lässt sieh folgendermassen 
finden. 

Bezeichnen wir mit (r) die der Seite Q,. gegenüberliegende 
Tetraederecke, mit Sr den Abstand der Ecke (r) von der 
Ebene Qr und mit (rs) die die Ecken (r) und (5) verbindende 
Kante. Wir betrachten nun eine gleichförmige Bewegung 
des Punktes m mit der Geschwindigkeit v = 1 auf der Kante 
(rs) von (r) nach (s). Dabei werden sich nur die Coordinaten 
qr und g, ändern, während die beiden übrigen gleich bleiben; 
daher liefert der obige Ausdruck für die Energie 

1 = Ar^qri,. 
Man sieht nun leicht, dass 



daher ist: 



mithin 



woraus folgt: 



«* = ^^ «r=(^)[M-^]; 



^* . 8 



2» — /-o^; 2r — 



r 



(rs)^ ^'^ {rs) 



j 



1= A 



■^rs — 



'•* •' Jrs)'' ' 
(rsy 



SrS 



rvs 



Setzt man dies in den allgemeinen Ausdruck von T ein, 
so erhält man: 

T = - i 2:(rsy 1^ «^'. (ß) 

Nehmen wir nun an, die Coordinaten g^, q^j q^ ändern 
sich bei der Bewegung des Punktes m proportional der Zeit ^; 
dann ändert sich infolge der Gleichung (a) auch g^ proportional 
der Zeit t In diesem Falle sind somit alle vier Derivirten 
ii7 i%y l^y 24 constant und daher ist auch die Energie T 
und die Geschwindigkeit v =. ]/ 2T constant,- d. h. die Be- 
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wegung ist gleicliförmig. Bedeuten q\f (l\^y q^^, q^^ die An- 
fangsioordcnaten des Punktes m, so hat man: 

9.1— 1 ? 22— ^ ; 1/3— ^ ? Q'4— i 

Eliminirt man hieraus t, so ergeben sich die Gleichungen 
der Trajectorie: 

<i'i . iZ'a (Z's 24 

Dies sind die Gleichungen einer geraden Linie; also ist 
die Bahn eine Gerade. 

Bezeichnet man den in der Zeit t durchlaufenen Weg 
mit l, so ist 

so dass man nach Formel (ß) findet: 

dies stimmt mit der bekannten Formel für das Quadrat der 
Entfernung zweier Punkte von einander überein, die man in 
dem Salmon'schen Werke: ,,A treatise on the Analytic Geometry 
of three Dimensions'' finden kann. 

Wir empfehlen noch, die allgemeinen, zur Bestimmung 
der Geschwindigkeit im Obigen abgeleiteten Formeln auf fol- 
gende Fälle anzuwenden: 

a) q^ und q^ seien die Abstände des Punktes m von zwei 
Ebenen Q^ und Q^ und q^ seine Entfernung von einem ge- 
gebenen Punkte A, 

b) q^ und q^ seien die Entfernungen des Punktes m von 
zwei gegebenen Punkten A^ und A^ und q^ sein Abstand 
von einer gegebenen Ebene P. 

c) 0.1 i 9.2} & seien die Entfernungen des Punktes m von 
drei Punkten A^^ A^, A^. 
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IX. Capitel. 

Krummlinige Coordinaten auf einer gegebenen Fläche. — Geodätische 
Coordinaten. — Cartographische Coordinaten. 

72. Wir werden nun die allgemeine Methode der Be- 
stimmung der Geschwindigkeit betrachten, wenn sich der be- 
wegliche Punkt m auf einer gegebenen Fläche (S) bewegen 
soll imd seine Lage auf derselben durch zwei Coordinaten q^ 
und ^2 bestimmt ist, die zwei im Punkte m sich schneidende 
Ooordinatenlinien (q^) und (^2) ^^^ ^^^ Fläche (S) geben. 

Es sei (Fig. 36) M die Lage des Punktes m zur Zeit t, 
Ma^ die Tangente der Linie {q^, nach der Seite ziq^ > ge- 
richtet, und Ma^ die Tangente an (^J, 
nach der Seite ^q^ > gerichtet; 
M\=\ der Diflferentialparameter (§. 53) 
der Coordinate (g^), und M\ = \ der 
der Coordinate (^2). Die GrösseÄ^ cos (h^a^) 
15 ist die Derivirte der Coordinate q^ nach 
einer Verschiebung in der Richtung Ma^ ; 

j^ den reciproken Werth t jj- — r dieser 

Derivirten wollen wir den reciproken Parameter der Coor- 
dinate q^ nennen und mit a^ bezeichnen. Ebenso nennen 

wir die Grösse a^ = , jr — r den reciproken Parameter der 

^ 7*2 cos (Äj Og) ^ 

Coordinate q^. Angenommen, die reciproken Parameter seien 
durch die Längen Ma^ und Ma^ dargestellt und es sei: 

cos(aia2) = ^5 
dann hat man jedenfalls: 

cos (Äj aj = cos (Ä2 a^ = y \ — a^ 
cos (Ä1Ä2) = — «1, a^ = — , ag = 




\y\ — a^' * h^yi — a^ 



Die Geschwindigkeit v = MT einer beliebigen Bewegung 
auf der Fläche {S) ist (nach dem Princip der Zusammen- 
setzung der Geschwindigkeiten) aus den Geschwindigkeiten u 
und w der Bewegungen auf den Coordinatenlinien zusammen- 
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gesetzt. Das Verhältniss -^— muss dem reciproken Parameter 
a^ gleich sein; folglich ist u = ^g^V? ebenso findet sich 
w ^= a^q^. Mithin wird v = a^q^^ + a^q^'') dabei hat die Ge- 
schwindigkeit a^g'i die Richtung von a^ und die Geschwindig- 
keit a^q^ die Richtung von a^. Bedeutet nun T die Energie 
\v^ der Bewegung des Punktes m, so ist: 

T=^ («1^27 + «2^9^V + 2aa^a^q^q^ = \ Ilara.qrqs^ (1) 

Setzt man 

ar _ dT __ 

so kann man vermittelst p^ und 292 die Projectionen der Ge- 
schwindigkeit V auf die Axen Ma^ und Jlfag bestimmen; die- 
selben sind nämlich: 

V cos {va^ = a^g'i + a a^q^ = - Pi^ 

^ (2) 

Zerlegt man die Geschwindigkeit v in zwei Componenten 
längs \ und \y so haben die Componente längs \ und die 
Geschwindigkeit v eine gemeinsame Projection auf Ma^\ denn 
eine zu Mh^ parallele Gerade steht auf Ma^ seukrecht. Folglich 
ist die Geschwindigkeitscomponente längs \: 

-i)i:cos(Äiai) = Äii)i. 

Ebenso findet man, dass die Componente längs \ gleich 
Ä2JP2 ^st; folglich wird 

und die Energie ^v^ kann durch die zu (1) conjugirte Formel 

T = 1 (KW + hW - 2 « Äi h,p^,) (3) 

dargestellt werden. 

Die Geschwindigkeit v und ihre Componente a^q\ auf 
der Axe Ma^ haben eine gemeinsame Projection auf JfÄ^; 
denn die projicirende Gerade ist zu Jfag parallel; folglich ist 

V cos (vh^) = a^ q\ cos (a^ h^ = — q\^ (4,\ 
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und ebenso 

Andererseits aber ist: 

1 /5 T* 

V cos {v\) = Vi — a Vü = ä; ^ 

1 /) T* 
V cos {V\) = — CchtPi+ k^p^ = ^^ g~ ; 

daher ist: 

2i = ä^, 2. = ä^- (5) 

Im Falle orthogonaler Coordinaten wird: 

a = 0, cos (^1%) = 1, cos (Ji^a^) = 1, % = t- , ^2 = jr y 

cos («Äj = ^q\, cos (vÄg) = ^ «V 

Wir empfehlen diese Formeln auf folgende Fälle an- 
zuwenden: 

a) Polarcoordinaten in der Ebene, b) sphärische Coordinaten 
(s. §. 8), nämlich die geographische Länge und Breite, c) Thom- 
son'sche Coordinaten in der Ebene, d) ein Coordinatensystem, 
das aus dem Abstand g^ des Punktes m Ton einer gegebenen 
Ebene und seinem Abstand q^ von einer gegebenen Geraden 
besteht, e) ein bipolares Coordinatensystem, d. h. ein solches, 
das aus den Entfernungen des Punktes von zwei gegebenen 
Punkten besteht. 

Für die ebenen, geradlinigen, schiefwinkligen Coordinaten 
q^ und ^2 sind Grösse und Richtung der directen und reciproken 
Parameter constant und zwar ist: 

«1 = 1, «2 = 1; Äi = Ä2 = 77^--^. 

73, Sind q^ und ^2 ^i® kürzesten Abstände des Punktes 
m in einer Ebene von zwei gegebenen Geraden Q^^ und ^g? 
so sind Äi und Äg auf diesen letzteren senkrecht, und a^ und «g 
sind ihnen parallel; folglich ist a der Cosinus des Winkels 
(^1 ^2)5 dabei ist: 

Äj = 1, Ä2 = 1, a^ = «2 = 



yi — a 
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Nimmt man noch den Abstand ^3 des Punktes m von 
einer Geraden ^3 hinzu, die mit den Geraden Q^ und Q^ ein 
Dreieck K bildet, so erhält man ein System von homogenen 
trilinearen Coordinaten die durch die Gleichung 

Qiai + Q2^2 + Q,a, = 2Jr (a) 

verbunden sind, worin Q^^ Q^, Q^ die Seiten des Dreieckes K 
bedeuten (s. §. 65). Aus dieser Gleichung folgt die homogene, 
lineare Gleichung zwischen den Derivirten der Coordinaten 
nach der Zeit 

Qx^i + QA^ + QAz = 0, 

mit deren Hilfe man aus dem Ausdruck für die Energie 

^ = i (%^3? + (^Ni + 2 a a^a^q^q^) (b) 

die Quadrate g'V, q^y q^ eliminiren kann, wie wir dies für die 
tetraedrischen Coordinaten ausgeführt haben; man kann aber 
auch das Product qiqz eliminiren; die Gleichung nimmt dann 
die Form an: 

T=h{A 3? + Ä, q,' + Ä, q\') . (c) 

Gesetzt, der Punkt m entferne sich gleichförmig von den 
Geraden Q^ und Q^'^ dann sind q\ und q^ constant und nach 
Gleichung (b) muss auch q^ constant sein. Bedeuten q\y 
^2} Q^s ^^® Anfangscoordinaten, so ist: 

Durch Elimination von t ergeben sich hieraus die Glei- 
chungen der Trajectorie: 

gl — a\ _ g2 - a \ _ g3 — g% 
? — — / — 7 • 

gl g2 gs 

Diese Gleichungen stellen eine Gerade dar; die Bewegung 

ist also geradlinig. Durchläuft der Punkt m in der Zeit t 

l P 

die Strecke ?, so ist «; = 7, T = ^ 72 und nach den Formeln 

(c) und (d) findet man: 

k = A («1 - a\y + A fe - i\y + 4. (& - 2"s)*- (e) 

Die Constanten Ä^ A^^ Ä^ lassen sich folgendermassen 
leicht bestimmen. Bezeichnen wir mit y^, yg, y^ die drei 
Höhen des Dreiecks K, welche auf den Grundlinien Q^y Q^, 
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^3 resp. senkrecht stehen, und nehmen wir an, dass l die Seite 
Qi darstellt; dann ist: 

folglich: 

Ebenso findet sich: 

<?/ = Ari' + Ay/, 
Qs' = Art' + ^.^2^ 

Hieraus folgt: 

^3 - 2y3. 

74. Betrachten wir femer das ebene System der ellip- 
tischen Coordinaten X und ft (§. 55). Da diese Coordinaten 
orthogonal sind, so muss man die Formeln (6) auf sie an- 
wenden, indem man setzt: 



So findet sich: 

V cos (i;7ii) = A' Yjfz^^ , V cos (vÄg) = (i ]/^^« • 

Bewegt sich der Punkt m auf der Ellipse (A) gleichförmig 
mit der Geschwindigkeit v = 1, so ist A' = und 



^s = ]/%-rp'dii. 



Setzt man [i = ^q für ^ = 0, so ist: 






Dieses Integral lässt sich auf die Dtflferenz zweier ellip- 
tischen Integrale der zweiten Gattung zurückführen. Um das- 
selbe in die kanonische Form zu bringen, setze mau 
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c 



^i =^ c sin 9?, ^0 = (^ sm9?Q, T "^ ^i 
dadurch erhält man: 



s = ' 



V 





Geodätische Coordinaten. 

76. Die geodätischen Linien auf einer Fläche (S), welche 
von einem festen Punkte ausgehen oder zu einer gegebenen 
Curve normal sind, können in Verbindung mit ihren ortho- 
gonalen Trajectorien als ein System von Coordinatenlinien zur 
Bestimmung der Lage der Punkte auf der Fläche (S) an- 
gesehen werden. Dadurch erhält man ein orthogonales Co- 
ordinatensystem , das zur Lösung vieler Probleme über die 
Eigenschaften von Linien auf einer gegebenen Fläche vorzüglich 
geeignet ist. 

Nehmen wir zunächst an, dass die geodätischen Linien 

von einem gegebenen Punkte Ä (Fig. 37) ausgehen. Dann 

Fig. 37. bestimmt sich der Ort eines Punktes M als 

\ Durchschnitt der geodätischen Linie AM 

^ Y^ mit einer gewissen orthogonalen Trajectorie 

y^^^^^ — — ^ BM derselben. Wie im §. 42 bewiesen 
/^-"^"^^ wurde, ist die Länge AM für alle Punkte 

^ der Linie BM constant; daher kann man, 

wenn man AM = g| setzt, q^ als die eine Coordinate des 
Punktes M ansehen; 3M ist dann die Coordinatenlinie (^i). 
Als zweite Coordinate gg tann man den Winkel nehmen, den 
die Tangente an AM mit der Tangente an eine feste geo- 
dätische Linie -45 im Punlite A bildet. Die Coordinaten- 
parameter \ und Äg im Punkte M haben die Richtungen der 
Tangenten von AM und BM und stehen auf einander senk- 
recht. Der erstere ist gleich 1 ; denn das Increment der Länge 
q^ ist zugleich auch die Verschiebung des Punktes M in der 
Coordinatenlinie AM, Der zweite Parameter aber wird im 
allgemeinen eine Function der beiden Coordinaten g^, gg s^id, 
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kann aber in speciellen Fällen von einer Coordinate allein ab- 
hängen. Daher hat der Ausdruck für die Energie §. 72, 
Gleichung (6) im vorliegenden Falle die Form 

. ^=i[37 + /-(2i, 2.)-2VJ, (7) 

was für das Bogendifferential ds einer beliebigen Curve auf 
der gegebenen Fläche Ausdrücke von der Form 

ds' = dq,' + f(q,, q,) dq,' (8) 

giebt. 

Ist BM (Fig. 38) die orthogonale Trajectorie eines 
Systems von geodätischen Linien, die zu einer gegebenen 

Curve äC normal sind und sind AB und 
CM zwei Linien dieses Systems, so kann man 
die Länge q^ = AB == CM und die Länge 
q^ = AC als Coordinaten des Punktes M 
wählen. Der Diflferentialparameter Ä^ der Co- 
ordinate q^ ist wieder gleich 1, und der 
Diflferentialparameter Äg wird im allgemeinen eine Function 
der Coordinaten q^ und gg sein; also hat auch in diesem Falle 
die Energie die Form (7). Es ist leicht zu beweisen, dass, 
wenn für ein Coordinatensystem die Energie T die Form (7) 
hat, die Coordinatenlinien (^g) immer geodätische Linien und 
die Coordinatenlinien (q^) deren orthogonale Trajectorien sind. 
Es seien AC und BM zwei Linien des Systems (gj, 
CM eine der Linien (q^) und Cft die ihr unendlich nahe 
Lftiie (^2 -j- d^g) desselben Systems. Man kann nun Cft als 
Variationsverschiebung der Linie CM und M^i = e als Va- 
riationsverschiebung des Punktes M ansehen. Nach der, schon 
im §. 38 benutzten Formel zur Diflferentiation eines geo- 
metrischen Productes hat man 

d . vs 




dt =^i^ + ^^o (9) 

wo V die Geschwindigkeit der Bewegung des Punktes M auf 
der Linie CM ist. Da das Coordinatensystem der g^ und ^2 

.orthogonal ist, so ist vs = für jede Zeit t und folglich 

—ji— = 0- Die geometrische Derivirte t^ ist gleich der geo- 
metrischen Variation der Geschwindigkeit v (s. §. 37), daher 
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ist 6^ cos(£^t;) = dv. Die Geschwindigkeiten der Bewegungen 
der Punkte Jf und ft sind aber gleich; diese Punkte bewegen sich 
so, dass sich nur eine Coordinate q^ ändert und es ist daher, 
nach Formel (7) die Energie der einen wie auch der anderen 
Bewegung T = ^ q\^, woraus sich v = q\ und v -\- öv = q\ 
ergiebt; also ist dv = und vs^ = vSv = 0] daher nach 
Gleichung (9) auch Vj^s = 0. Dies zeigt aber, dass die Be- 
schleunigung Vi senkrecht zu € ist; folglich ist auch die Ebene 
der ersten Krümmung der Curve GM im Punkte M auf b 
senkrecht; sie ist daher normal zur Fläche (ß). Nun kommt 
aber diese Eigenschaft nur der geodätischen Linie zu; also 
ist CM eine geodätische Linie. Bedeutet s die Länge CMy 
so ist nach Formel (8) ds = dq^ ; folglich qi = s -\- Const. 
Es hindert aber nichts qi =' s zu setzen, d. h. anzunehmen, 
dass AC die Linie ^i = sei. In einem speciellen Falle kann 
gj = die Gleichung eines Punktes sein. 

Ein Coordinatensystem, für welches die Energie die Form 
(7) annimmt, oder für welches das Differential eines beliebigen 
Bogens s die Form (8) hat, heisst ein geodätisches. In der 
berühmten Abhandlung von Gauss: „Disquisitiones generales 
circa superficies curvas^' finden sich sehr wichtige Anwendungen 
dieser Art krummliniger Coordiuaten. Wir wollen hier die 
Methode zur Transformation eines beliebigen Coordinatensystems 
in ein geodätisches aus jener Abhandlung folgen lassen. 

76, Es seien (Fig. 39) q^ und q^ irgend welche Coordina^n 
des Punktes M auf einer gegebenen Fläche, h^ und Äg ^i® 

entsprechenden directen Parameter 
Ma^ = ai, Ma2==a2 die reciproken Pa- 
rameter; r und cp die geodätischen Co- 
ordiuaten, in welche die Coordinaten 
-flj q^ und 22 transformirt werden sollen; 
Ma\ = 1 und Ma^ = fn, die reciproken 
Paraipeter der Coordinaten r und 9?; -^ a^ Ma^ = (Oj 
<^ a\ Ma^ = ^. Da das Differential ds einer beliebigen auf 
der gegebenen Fläche verzeichneten Curve sowohl gleich der 
geometrischen Summe a^dq^ + »2^22; ^^^ auch gleich der 
geometrischen Summe dr -{- md(p sein muss, so ist die Summe 
der Projectionen der Componenten a^ dq^ und a^ dq2 auf eine 
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beliebige Axe gleich der Summe der Projectionen der Com- 
ponenten dr und mdq) auf dieselbe Axe. Man hat also: 

a^dq^ cos ^ + a.^dq^ cos (cj — ^) = dr = ^^ dq^ + ^^- dq^, 

—a^dqiWiilj-\-a^dq^^m{G) — ii) = mdq) = 7n —^ dq^-\-m ^ dq^. 

Diese Gleichungen müssen in dq^ und dq2 identisch sein, 
denn sie müssen für alle Werthe dieser Differentiale gelten; 

folglich ist: 

dr , dr , . 

— = a^ cos ^, ^- = a^ cos (gj — ^), 

m g^ = — aj sin ^, ^^ g^ = ^2 sin (cj — ^) . (1) 

Eliminirt man ^ aus den beiden ersten Gleichungen, so 
folgt: 

Zur Abkürzung und zur üebereinstimmung mit' den Be- 
zeichnungen in der Gauss'schen Abhandlung wollen wir setzen: 

a^ = J?, a^ = G und a^^g cos gj = J^, 
<J- h. wir schreiben: 

ds^ = ^'cZ^i^ _|. 2Fdq^ dq^ + 6?rf^2^ 
dadurch nimmt die Gleichung (2) die Form an: 



Diese Gleichung zwischen den partiellen Derivirten der 
S^odätischen Coordinate r nach den gegebenen Coordinaten q^ 
^^d ^2 dient zur Bestimmung von r. Dieselbe hat bekanntlich 
^^H allgemeines Integral von der Form: 

r = f{qu «2;«) + /^; (3) 

^^o a und ß willkürliche Constante sind. 

Nehmen wir nun für ß die willkürliche Function ®{a) 

^>id setzen k- gleich Null, so ergeben sich die beiden Glei- 
chungen 
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|^ + 0'(«) = O, ^^^ 

welche das allgemeine Integral (3) ersetzen. 

Substituirt man den Ausdruck (3) an Stelle von r in die 
beiden ersten Gleichungen unter (1), so folgt: 

^ =aiCOS^, g^ = a^ cos (gj — ^). 

Diese Gleichungen können zur Bestimmung des Winkels 
^ dienen, aus dem man die Richtung der Axen der geodätischen 
Coordinaten Ma\, Ma\ erkennt. 

Da dieselben für jedes a bestehen müssen, so kann man 
sie nach a diflferentiiren; dadurch ergiebt sich: 

vergleicht man diese Resultate mit der dritten und vierten der 
Gleichungen (1), so zeigt sich, dass 

dcp d^f_ d'ti) dq> d^f dtp 

dqi dqidct da' dq^ dq^da da 

ist, woraus folgt: 

d<p=l^d|-^ (5) 

^ m da da ^ ^ 

Diese Gleichung ist jedoch nur in dem Falle möglich, 

wenn die Coordinate w eine Function von J- ist. 

^ da 

Nach der zweiten der Gleichungen (4) hat man aber 

folglich muss man 9? als Function von a allein ansehen, welches 
infolge der zweiten von den Gleichjangen (4) zu einer Function 
der Coordinaten g^ und q^ wird. 

Bei constantem 9? ist auch a constant; daher ist 

|{+@'(«) = (6) 

bei constantem a die Gleichung der geodätischen Linie (9). 
Nimmt man für 0(a) eine bestimmte Function und eli- 
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minirt a aus den Gleichungen (4), so erhält man ein Resultat 
von der Form: 

welches bei constantem r die Gleichung der orthogonalen 
Trajectorie der geodätischen Linien (6) ist, die verschiedenen 
Werthen von a oder 9? entsprachen. 

Von der Orthogonalität der Curven (7) und, (6) kann 
man sich folgendermassen überzeugen. 

Bedeuten P und P' die DiiBEerentialparameter der Func- 

tionen 73^ (q^y q^ xxnAJ-y so ist nach der Regel über die Be- 
stimmung des Parameters einer zusammengesetzten Function 
der Parameter P gleich der geometrischen Summe der auf \ 

und \ aufgetragenen partiellen Parameter \ -^ und ^2 g — ? 
während P' gleich der geometrischen Summe der ebenfalls 
auf Äj und Äg aufgetragenen partiellen Parameter h^ ^^~^~~ ^^^ 

ho - — ^— ist. Daher hat man : 

^ dqi docd(ii'^ ^ ^ \dqi dccdq^ ' dq^ dadq^J 
' 2 ^q^ dadq^ 

vergl. §. 23, Lehrsatz 2 über die Multiplication geometrischer 
Summen). Hierin ist nun 

7, 2 ^ ^ I, 2 ^ -^ 

ÄA = — Äi^COSC» = - ^.^_^., 

und daher wird: 

PP' _ 1 fr ^Jlf- - V (^JHJa. ^ JLf \ 

^^ ~ EG — F^ L 3g, 3a 3g, ^ Vag. ca i/g, "^ dq^ ca cqj 

Substituirt man aber andererseits statt r seinen Ausdruck 
(3) in die Gleichung (2'), so erhält man die Gleichung 

Somoff, Mechanik. I. 12 
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welche fiir jeden Werth von a gelten muss; man kann sie 
daher nach a dififerentiiren, wodurch man erhält: 

CQi CQi Cd Vg'i cq.^ cct ' cq2 cq^ da/ 

+ ^^^^'r- =0. (9) 

<7g'2 ^22 ^a ^ ^ 

Da nun 

. ■srC!?!,?^) = A«n«2,«) + ®(a), für K + @X«) = 0, 
SO ist: 

£0 a/; /r/ ,, A £« ^ r/; 

dq, dq, ^\da^ "^ W^ ^^^ ^^^ , 

c^ffä ^^i \^« ^ ^/ <^9'2 ^% ' 

also erhält man aus Gleichung (9): 

infolge dessen geht Gleichung (8) über in: 

PF = pp' cos {PP') = . 

Diese Gleichung sagt aber aus, dass P auf P' senkrecht 
steht, d. h. dass die Curven (6) und (7) orthogonal sind. 

Substituirt man in die Gleichungen (1) für r seinen Aus- 
druck (3) und eliminirt dann ^, ^o erhält man eine Formel 
zur Bestimmung des Parameters m; es wird nämlich: 



m 



df dq> df dq> 



dq^ dq^ dq^ dq^ 

Da nun (p eine Function von a allein sein soll, wenn 
dieses letztere mit Hilfe der zweiten Gleichung unter (4) als 
Function von q^ und q^ ausgedrückt wird, so wird 



1 y EG — F'^ 



dcp df da df da"* 

da dq^ dq^ dq^ dq^ 
folglich ist 

ds^ = dr^ + -. — r-9-7 ^ • dq?, 

\daj \dqi dq^ cq^ dqj 

was sich reducirt auf 
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ds^ = (Zr« + ■ ^ ~- „ — „ , , da-, 



cf ca cf col\ 

cq^ dq^ dq^ dqj 



ein Ausdruck, der von der für <p gewählten willkürlichen 
Function von a nicht mehr abhängt. Man darf daher q> = a 
setzen, d. h. r und a zu geodätischen Coordinaten wählen. ' 

Wenn alle, den verschiedenen Werthen von a entsprechenden 
geodätischen Linien ihren gemeinsamen Ursprung im Punkte 
(Qi^> Qi^) haben sollen, so hat man zur Bestimmung der Func- 
tion @(a) die Bedingung 

f(q^ ^2', «) + ®.(«) = 0, 
woraus sich ergiebt: 

®(a) = - fiqi", q,', «) ; 

Die Gleichungen (4) gehen also über in: 

aAgi,g.,«) ^Agl^g .^«)^Q (10) 

da da 

Eliminirt man aus denselben a, so folgt die Gleichung: 

welche bei constantem r die orthogonale Trajectorie der vom 
Punkte (^1^, ^2^) ausgehenden geodätischen Linien darstellt. 

Wenn die geodätischen Linien (a) zu einer gegebenen 
Curve 

^(«i,22) = (11) 

normal sein sollen, so müssen die Differentialparameter der 
Functionen ^feu ^2) ^^^ ^ ^^ ^i^ Punkte der Curve (10) 

auf einander senkrecht stehen; dazu muss, wie wir eben ge- 
sehen haben, die Gleichung 

G ^ JLL -f(— — ^- + — -^~) 4- 

dqi dqi da xdq^ dq^ da '^ dq^ dq^ da) "■. 

+ i,'^?4V =0 (12) 

cq^ cq^da ^ ^ 

zugleich mit Gleichung (11) erfüllt sein. Fügen wir noch die 
Bedingung hinzu: 

. • 12* 



- 180 — 

dass nämlich die geodätischen Linien auf der Curve (10) beginnen, 
so haben wir drei Gleichangen, aus denen sich durch Elimi- 
nation der Coordinat«n g, und q^ eine Gleichung zur Be- 
stimmung von @(«) herleiten lässt 
Beispiele. 

1) Das geodätisclie CuorcUnatensystem auf der Schraubenßäche zv be- 
stimmen. 

Es seien Ox, Oy, Oz (Fig. 40) drei zu einander senkrechte Aien 
nud AMB eine ebene nnveiilnderliche Linie, die durch ihre Bewegung 
Pj^ ^ eine SchranbenSäche erzeugt, indem üe in einer 

durch die Axe Ox gehenden Ebene bleibt, während 
jeder ihrer Pankte M eine Schraubenlinie von 
gegebener GanghOhe h bes<!hreibt. 

Bezeichnen wir mit s, den Winkel POP', 
am den sich die Ebene der Erzeugenden AMB 
nm Oz drehen muss, nm die Lage A' M' B' ein- 
zunehmen; mit 9j die Abscisse OP und mit 
F{9j) die Ordinate PM des Punktes M. Die 
Grössen 9, und g, wollen wir als Coordinateu 
eines Punktes M' auf A'K wählen, der eine 
beliebige Lage des Punktes M reprS^entirt. 
j- Man sieht leicht, dass die Coordinaten x, y, s 
"dieses Punktes bezuglich der Axen Ox, Oy, Oz 
sich als Functionen der Coordinaten g; , g, anf 
folgende Weise darstellen lassen: 
a; = g, cosg,, y ~ q, ainq^, e =- ag, + *'(a,), 
wo a ^——j bezeichnet also ds das Bogeudiffeiential einer beliebigen 
auf der SchraubenMche verzeichneten Cnrre, so ist; 

ds» = dx^-i- dy^ + (lE'-=(o' + Sj')(i3,' + 2aF'{q;)dq, dq^ + 

im vorliegenden Falle hat man daher; 

£=.«' + «,», J' = «J"C3,), G=X + \F\q,)-\\ 
so dass die Gleichung (S*) die folgende Form annimmt: 

[.+(^-*,)i(Ö"-"^-('.>^£+<-+s.-'(^)'= 

= «' + «>''[l + Ci^'l3<)n Ca) 

Dieser Glleichnng wird genQgt, wenn man für die partielle Derivirte 

^— einen constant^n Werth a und für ^— eine Function von a und unr 
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dr 
einer Coordloate q^ wählt. Setzt man nun ^— = a und löst die 61ei- 

dv 
chung (a) nach j— auf, so folgt: 



dr ^ aaF\q,) ± V{q,^ + a' - «') { g,' [1 + {F' jg,) y] + g» } 
dg^ ^ g»* + a« 

Die Integrabilitätsbeding^ng des totalen Differentials 

df df 

dr ^ — dq,+^^ dq, 

ist erfüllt. Nimmt man also das Integral und setzt darauf seine De- 
rivirte nach « gleich Null, so erhält man die Gleichungen 



=» «äj -\-au j 



F'(q,)dq, 



und (b) 

welche den Gleichungen (4) entsprechen. 

Nehmen wir an, die geodätischen Linien sollen ihren gemeinsamen 
Ursprung im Punkte (g^^, g^^ haben; dann müssen die Gleichungen (10) 
bestehen, die in die folgenden übergehen: 



=«(..-. .")+-/fl^4^ 






, / y (g/ + g' - «*) { g/ [ 1 + (F' (q,) )'] + g' } 
± f „ s j_„s ' • »2a 1 






^'F'(q,)d< 



2.-2/+« / -„-^^1^ 



ß.' 



:r„ / V2.'[l + (y'(g.))']+«' , - 

Die zweite von diesen Gleichungen stellt die geodätische Linie dar, 
die erste giebt die Länge dieser Linien an. Um die Gleichung der 
orthogonalen Trajectorie der geodätischen Linien von gegebener Länge r 
zu finden, muss man in der ersten Gleichung r constant annehmen und 
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aus beiden Gleichungen a eliminiren. Diese Elimination ist jedoch vor 
Ausführung der angedeuteten Integration nicht ausführbar. Ebenso un- 
ausführbar ist es, die früheren Coordinaten q^ und q^, sowie den Diffe- 
rentialparameter m als Functionen der geodätischen Coordinaten r und a 
darzustellen. 

2) Das geodätische Coordinatensystem auf der Kegelfläche zu be- 
stimmen. 
» Die oben entwickelte Methode zur Transformation eines gegebenen 

Coordinatensystems in ein geodätisches lässt sich auf den speciellen 
Fall anwenden: ein gegebenes geodätisches System in ein anderes, aber 
ebenfalls geodätisches zu transformiren. Wir wollen diese Transformation 
für die Kegelfläche ausführen. 

Die Lage des Punktes M auf der Kegelfläche sei durch seine Ent- 
fernung gfi von der Spitze des Kegels und durch die Länge q^ der 
f/ sphärischen Curve bestimmt, die durch den Schnitt des Kegels mit einer 

Kugel entsteht, deren Mittelpunkt die Spitze des Kegels und deren Radius 
gleich 1 ist; dabei sei der Anfangspunkt von q^ in irgend einem. Punkte 
dieser Curve gelegen, der Endpunkt aber auf der durch den Punkt M 
hindurchgehenden Erzeugenden des Kegels. Das Quadrat des Bogen- 
differentials ds einer beliebigen, auf der Kegelfläche verzeichneten Curve 
ist durch die Formel 

ds^ = dqi'^ + üi^äq^^ (a) 

ausgedrückt, welche (s. §. 75) zeigt, dass das System der Coordinaten 
qi und q^ ein geodätisches ist; dabei ist die Erzeugende des Kegels die 
geodätische Linie. Transformiren wir dies Coordinatensystem in ein 
anderes geodätisches. 

Die Gleichung (2) nimmt im vorliegenden Falle die Form an; 



'• v- 






»■■(©'+&)'=«.■' 



dieser Gleichung wird durch die folgenden Ausdrücke genügt: 

^ = siu (23 + a), g^ = q^ cos Ö2 -f «). 
Bei constantem a ist die Bedingung: 



dq^dq., dq.,dq^ 
erfüllt; daher ist: 

dr = sin {q^ -f a) dq^ -f q^ cos {q^ -f a) dq^ 
und 

r = q^ sin (g._j + a) + 6>(a). 

Zur Bestimmung von 0(a) wollen wir die Bedingung annehmen 
dass die geodätischen Linien ihren Ursprung im Punkte (g^^, 0) haben. 
Dann gehen die Gleichungen (10) über in: 
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r = ^1 sin {q^^ + «) — (Zi" sin a, 

^1 cos ((/.^ + a) — ^1° cos a = 0. Q^) 

Eliminirt man aus diesen Gleichung a, so folgt: 



r = 1/^7+ (2/)'' ~ 2g,gi« C08(/,. (c) 

Die zweite der Gleicliungen (b) zeigt, dass jede geodätische Curve auf 
dem Kegel sich bei der Abwickelung desselben in eine Gerade ver- 
wandelt. 

Es sei BOM (Fig. 41) diese Abwickelung und A die Lage des 

Ursprungs (g[/, 0) der geodätischen Linien. Trägt man den Winkel 

Fi« 41. ^05 = a an und zieht durch A eine Senkrechte zu OB^ 

so sieht man leicht, dass diese Gerade die geodätische 

Linie in der Abwickelung darstellt. 

Nimmt man nämlich auf dieser Geraden einen beliebigen 
Funkt M an und setzt OM = ^i, MOA == g[a> so ist: 

OB = ^i cos (gfg + «) iiiid ö-ß == <?/ cos a; 
-^also 

g[i cos (^2 + «) — g^i ° cos a = 0. 

Dies wird aber auch die Gleichung derjenigen Curve sein, die sich 
bei der Abwickelung in die Gerade AM verwandelt, d. h. die zweite 
der Gleichungen (b) stellt eine Curve dar, die bei der Abwickelung in die 
Gerade AM übergeht. 

Li dem Dreieck OMA hat man: 




AM = V2i« + {^i'f - Hi ^i' cosgr, = r; 

also bedeutet Gleichung (c) bei constantem r eine Curve, die bei der 
Abwickelung in die Peripherie eines Kreises vom Mittelpunkte A und 
vom Radius AM übergeht. Also verwandelt sich die orthogonale Tra- 
jectorie der vom Punkte {q^^, 0) ausgehenden geodätischen Linien in 
einen Kreis, dessen Mittelpunkt A ist. 
Da 

sin (g^ + a), 5— = qt cos {q^ + a) 



dq^ ' ^^2 

und nach Gleichung (b) 

da cos {q^ + a) da — q^ sin {q^ + ") 

dq^'^ r ' dq^ "", r 

»0 ist 

EG — F 






\dqt dq^ dq^ dqj 

also ist der transformirte Ausdruck des Quadrats des Bogendifferentials 
einer beliebigen Curve 

was sich auch leicht aus der Abwickelung MOB ableiten lässt. 
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Nehmen wir nun an, die geodätischen Linien sollen normal zu der 

Curve 

jj = Ä cos <?2 (d) 

beginnen, wo k eine Constante ist. 

Man sieht leicht, dass sich diese Curve bei der Abwickelung in 
einen Ejreis verwandelt, dessen Durchmesser OD =^Tc (Fig. 42) von der 

Spitze des Kegels aus auf derjenigen Erzeugenden 
aufgetragen ist, von der die Coordinate q.^ anfängt. 

Die Bedingung (12), dass die geodätischen Linien 
zu der Curve (d) normal sind, giebt: 

g^i* cos(22 + a) — legi %mq^ sin(g[2 -\- a) = 0; 

hieraus ergiebt sich, wenn man q^ mit Hilfe der Glei- 
chung (d) eliminirt: 

cos(2gf2 + «) == 0; 
daher ist 

2gr, + a = 90^ ^2 = 45« - | ; 
somit wird nach Gleichung (d): 

qy ==Ä;co3(^45« — -j . 

Diese Grössen q^ und q^ sind die Coordinaten des Anfangspunktes 
A der geodätischen Linie, deren Gleichung ist : 

^i 8in(g[2 + «) + 6>(a) = 0; 

sie müssen daher dieser Gleichung genügen. Substituirt man sie, so 
findet man 

h cos (450 — Y) si^ (45' + 1") + ^(") ^ ^' 
woraus sich die unbekannte Function S{a) bestimmt: 

% 

6>(«) = -|(l + Bm«). 

Somit verwandeln sich im vorliegenden Falle die Gleichungen (4) 

in die folgenden: 

k 
r^q^ sin (q^ + cc) — - (1 + sin a), 

k 
q^ cos {q^ + a) — ~ cos a = 0. 

Die zweite Gleichung stellt eine Curve dar, die sich bei der Ab- 
wickelung in die Gerade GM verwandelt, welche durch den Mittelpunkt 
des über dem Durchmesser OB = k construirten Kreises geht. , 

Femer hat man: 
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^ = »in (g, + «). gr- = 2i cos (5, + a), 







cos (g'j + of) a« 5i sin (ry, -j- «) 

'+2 '+? 


und daher 
und 







Bedeutet 9 den Winkel 0(7-4. und setzt man r -{- — = q ^ so ist 
g? = 90° + a und daher: ^ 

Die Grössen 9 und 9 kann man als die 'neuen geodätischen Coor- 
dinaten ansehen. 

Ausser der oben angeführten Abhandlung von Gauss ^ in 
der die wichtigsten Anwendungen des geodätischen Coor- 
dinatensystems dargelegt sind, empfehlen wir noch das Werk 
von Aoust, Analyse infinitesimale des courbes tracees sur une 
surface quelconque, Paris 1869, worin die allgemeinen Methoden 
zur Untersuchung der Curven auf einer Fläche mit Hilfe krumm- 
liniger Coordinaten und unter anderem die Lösung der Pro- 
bleme über die geodätische Linie entwickelt sind. 

Kartographische Coordinaten. 

lim Wir wollen nun noch ein bemerkenswerthes ortho- 
gonales Coordinatensystem untersuchen, welches die Eigenschaft 
hat, dass die Parameter beider Coordinaten für jeden Punkt 
der Fläche einander an Grösse gleich sind. Für dieses Co- 
ordinatensystem hat die Energie die Form 

folglich bestimmt sich das Bogendiflferential einer beliebigen 
Curve durch die Formel: ^ 

wo h der gemeinsame Werth der beiden Coordinatenparameter 
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ist. Ein solches Coordinatensystem nennt man ein Jcarto- 
graphischeSf weil es in der Kartographie Anwendung findet.*) 
Wir wollen nun ein gegebenes Coordinatensystem der q^ 
und ^2 i^ ®^^ kartographisches der a und ß transformiren. 
Dies wird geschehen, indem wir zwei Functionen a und ß 
der Coordinaten q^ und gg so bestimmen, dass sie der Gleichung 
genügen : 

t^ (<^^\+ ^ß') = ^^^i' + 2Fdq, dq, + Gdq,\ (1) 

Man kann zu diesem Zwecke ein ähnliches Verfahren an- 
wenden, wie zur Auffindung des geodätischen Coordinaten- 
systems. Es giebt jedoch noch ein anderes, bequemeres Ver- 
fahren, das in folgendem besteht.**) 

Man zerlegt den Ausdruck 

Edq^^ + 2Fdqi dq^ + Gdq^^ 
in die beiden conjugirt complexen Factoren 

^ [E . dq, + (F + i y EG'-^^) dq,] (2) 

und 

^^ [E . dq, + iF-i VEO- F') dq,] (3) 



WO i = y — 1 , und sucht einen Factor von der Gestalt 
fi-\-iVy durch welchen der Ausdruck (2) ein vollständiges 
Differential wird. In der Integralrechnung wird bewiesen, 
dass ein solcher Factor immer existirt, und zwar nicht ein 
einziger, sondern unendlich viele. Es sei a -}- iß das Integral 
des vollständigen Differentials 

(^ + iv) [E . dq, + {F+i VEG-F') dq,] ^ . (4) 

Dann ist a — iß das Integral des conjugirten Ausdruckes 
iiv - iv) [E.dq, + (F^iyEG-F^)dq,'^-^. 



*) Man nennt diese Coordinaten anch isometrische oder thermometrische. 
S. Lama, Le9on8 sur las coordonn^es curvilignes. Häton de la Gou- 
p Uli er 6, Journal de TEcole polytechnique, 48® cahier. 

**) Monge, Application de Fanal yse ä la Geometrie, Note II. de 
Liouville. 



- 187 - 

folglich geht das Product dieser beiden Ausdrücke 
(^« + 1/«) [Edq,' + 2Fdq, dq, + Gdq,'\ 
in das Product 

{da + idß) {da — idß) = da^ + dß' 
über; mitliiii ist: 

Man kann daher die beiden reellen Functionen a und /3, 
die in dem Integral a -\- iß des Ausdrucks (4) auftreten, als 

neue Coordinaten und die Grösse ]/ft^ + v^ den Modul des 
integrirenden Factors il -{- iv, als Parameter dieser Coordinaten 
wählen. 

Der DiflFerentialausdruck (2) hat bekanntlich unendlich 
viele integrirende Factoren, die in- dem allgemeinen Ausdruck 

/•(« + iß) ((i + iv) (5) 

enthalten sind. Ein solcher Factor bringt den Ausdruck (2) 
auf die Form des exacten Differentials 

fia + iß) d(a + iß) 

einer gewissen Function F{a + iß)» Gesetzt, es sei F{a) eine 
beliebige reelle Function von a und 

F{a + iß) = a + iß\ 

wo a und ß' reelle Functionen von a und ß sind. Betrachtet 
man a und /8' als neue Coordinaten eines Punktes {q^^, q^ 
so sind die Parameter dieser Coordinaten, ebenso wie die Pa- 
rameter der Coordinaten a und j3, einander gleich und das 
System ist orthogonal. Bezeichnen nämlich ft' und iv den 
reellen und den imaginären Theil des Ausdruckes (5), so er- 
hält man den Factor ^' — ivy der den Ausdruck (3) in 

d{a — iß') 
verwandelt; man hat daher, ganz wie bei dem Factor ft + iv» 

und 

ds' = ^-,, (da* + dß^'). 
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Oflfenbar kann man statt a und ß auch a und — /8, oder 
— a und -{-ßy oder — a und — ß wählen; denn durch diese 
Vertauschungen ändert sich der Ausdruck 



ds"^ = i (da^ + dß^) 



nicht. Dasselbe gilt von den Coordinaten a und ß\ Aber 
diese Coordinatensysteme, die sich nur durch die Vorzeichen 
der Coordinaten und die Richtungen der entsprechenden Pa- 
rameter unterscheiden, entspringen aus einem System, das 
durch die Formel 

a' + ißr = F{a + iß) 

bestimmt wird; man kann sich daher auf diese Formel be- 
schränken, und es lässt sich leicht beweisen, dass sie die all- 
gemeinste Lösung des Problems der Transformation eines ge- 
gebenen Coordinatensystems in ein kartographisches giebt. 
Angenommen, es sei nach der obigen Methode ein specielles 
System der kartographischen Coordinaten a und ß gefunden 
und es solle ein anderes, gleichfalls kartographisches System 
der a und j3' bestimmt werden. Bezeichnet man mit h den 
Werth der Parameter der Coordinaten a und /8, mit li d^n 
Werth der Parameter der Coordinaten a und ß' und mit g? den 
Winkel, welchen der Parameter der Coordinate a mit dem der 
Coordinate a einschliesst, so hat man: 

T7 du = T cos q) .da — r sin 9 • dß, 

jy dß' =j- sinq) .da-^ j- cos g? . dß. 

Hieraus ergiebt sich: 

1 a« 1 1 da 1 . 

1 dß: 1 . 1 a(5' 1 

folglich ist: 

dcc d^ dcc^ d^ .^v 

da~ dß^ dß ~ ä^* W 

Diese Gleichungen 'drücken aber die bekannte Bedingung 
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dafür aus, dass d + *l3' eine Function der complexen Grösse 
a + i/Jist*) 

78. Gesetzt, die gegebenen Coordinaten q^ und q^ auf 
der Fläche (S) seien in irgend ein System von kartographischen 
Coordinaten a und /8 transformirt. Wir nehmen die letzteren 
als geradlinige rechtwinkelige Coordinaten in Bezug auf die 
Axen 0« und 0)3 in einer beliebigen Ebene an; dann ent- 
spricht einem Punkte M\a,ß) in dieser Ebene ein Punkt 
M(^^j gg) auf der Fläche {S), Jeder auf der Fläche {ß) ver- 
zeichneten Figur (Ä) entspricht in der Ebene aOß eine Figur 
{Ä)y die der geometrische Ort der den Punkten der Figur {A) 
entsprechenden Punkte ist. 

Die Figuren {A) und (Ä) haben die wichtige Eigenschaft, 
dass man mit Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen 
höherer Ordnung ihre correspondirenden unendlich kleinen 
Theile als ähnliche Figuren betrachten kann; dabei ist der 
Parameter h das Verhältniss zwischen den entsprechenden li- 
nearen Elementen und "h? das Verhältniss der Flächen. Diese 
Eigenschaft der Figur {Ä) muss aber eine Karte haben, die 
die Abbildung des Theiles A der Erdoberfläche sein solL 

Die Aehnlichkeit der Figuren (A) und {A) in ihren un- 
endlich kleinen Elementen lässt sich folgendermassen beweisen. 
Es seien MF und MQ (Fig. 43) zwei beliebige, unendlich 
kleine, auf der Fläche {S) verzeichnete Linien, QB und PJR 



*) Man kann sich folgendermasftn hiervon überzeugen. Man setze 
a' -f- t/3' = 0(a,j3) und a + ij3 = ar und eliminire aus dem ersten Aus- 
druck a; als Resultat ergiebt sich dann tü{z — iß, j3), worin j5 ver- 
schwindet. Da nämlich 

da dß^ _da da dß: _düi . ,{dm\ 



da 

so ist: - 

da 






die Gleichungen (6) geben aber ^— == 0. Man sieht daraus, dass Gi(js—iß,ß) 

sich ^uf eine Function von nur einer Variablen z reducirt. Bezeichnet 
man diese Function mit F{z), so ist: 

cc'+ip: = F{a + iß). 




— 190 - 

ihre Verschiebungen, die man durch eine continuirliche Be- 
wegung des Punktes m von M nach R hervorbringen kann. 

Fig. 43. Diese Bewegung ist aus den 

,c^ Bewegungen MF und MQ 
zusammengesetzt. Wir be- 
zeichnen nun die Geschwin- 
digkeit der resultirenden Be- 
wegung mit V, die der Com- 
ponentenbewegungen mit u 
und w und tragen auf der Tangente von MF im Punkte M 
eine Strecke MÄ = udt und auf der Tangente von MQ im 
Punkte M eine Strecke MB = wdt auf. Dann lässt sich über 
MÄ und MB ein Parallelogramm construiren, das zur Diagonale 
die Strecke MC = vdt hat, die auf der Tangente von MB 
im Punkte M > aufgetragen ist. Nun sei M'F'SQ' die der 
Figur MFBQ entsprechende Figur in der Ebene aOj3; dann 
kann man Q'R \md FR als Verschiebungen der Linien M'F' 
und M' Q' ansehen, die mit den Verschiebungen der Linien 
MF und MQ gleichzeitig sind. Bedeuten nun . v, u\ w die 
Geschwindigkeiten der Bewegungen auf M'R, M'F' und M'Q' 
und trägt man auf den Tangenten dieser Curven im Punkte 
M die Strecken M'Ä = u dt, MB = w dt und MC = v dt 
auf, .so erhält man das Parallelogramm M ÄC'B\ welches, 
wie leicht zu sehen, dem Parallelogramm MACB ähnlich ist. 
Man hat nämlich in Folge der Gleichung 

Edq^' + 2Fdq, dq^ +*Gdq,' = ^, (da' + dß') 

die Relationen 

. M'A = h . MÄ, MS = h . MB, MC = h . MC, 

und daher sind die. Parallelogramme MÄCB und MÄG'F 
ähnlich. Li der Aehnlichkeit dieser Parallelogramme besteht 
aber die oben erwähnte Eigenschaft; denn mit Vernachlässigung 
von Unendlichkleinem höherer Ordnung kann man durch diese 
Parallelogramme die krummlinigen Flächen MFBQ und 
MFBüQi ersetzen; diese sind aber die Elemente, in welche 
sich zwei endliche entsprechende Figuren (J.) und {Ä) zer- 
legen lassen. Das Verhältniss l? der entsprechenden Elemente 
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ZU einander ändert sich im Allgemeinen bei der Aenderung 

der Lage der Punkte M und M', 

79« Unter der Voranssetzung, dass die Fläche (5) eine Ebene ist 
und dass ihre Fonkte M dnrch rechtwinkelige geradlinige Coordinaten 
x,y in Bezug auf die Axen Ox^ Oy bestimmt sind, hat man: 

ds^ = dx^ + dy^ = {dx + idy) {dx — idy). 

Hierin ist dx -\- idy => d(x -{- iy) ein vollständiges Differential; 
daher bestimmen sich die allgemeinen kartographischen Coordinaten in 
der Ebene, die wir mit 4 und rj bezeichnen wollen, durch die Formel: 

i + iv = f{x + *2/), 
d. h. sie bilden den reellen und den imaginären Theil einer beliebigen 
Function der complexen Grösse x -{- iy. 

Betrachtet man £ und ij als geradlinige rechtwinklige Coordinaten 
eines Punktes M' in Bezug auf die Axen Ox und Oy, so kann man in 
derselben Ebene xOy zwei Figuren {A) und {Ä) verzeichnen, die in 
ihren unendlich kleinen Theilen ähnlich sind. 

Setzt man 

80 kann man nehmen: 

c^x c^y 



x'i _j_ 2^i *" ' /c=* + 2/^* 

In diesem Falle lassen sich die Figuren (Ä) und {A') vermittelst 
der Methode der reciproken Eadienvectoren (s. §. 59) in einander trans- 
formiren, denn es ist: 

rc^ + y 

80. Gesetzt, die Fläche (S) sei eine die Erde darstellende Kugel 
vom Radius 1^ q^ die geographische Breite, q^ die geographische Länge 
eines ihrer Punkte M. Nach §. 8 hat man dann: 



c* 



ds^ == dq^^ + cos^gfi . dq, 



2 



2 



= {dq^ + i cosgfi . dq^) {dq^ — % cos^j . dq^. 

Der Ausdruck 

d^i + * cos q^ . dq.^ 

wird durch den Factor zu einem vollständigen Differential : es ist 

cos q^ 

nämlich : 

—iL. + idq^ = d l^logtan^^- gr, + | j + iq^\^ ; 

man kann daher allgemein setzen: 



a -|- ?' 



p:p = f I log tan [^ qi + \j + H2 
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Der einfachste Fall ist 

a + iß = logtan ^- <Zi + " j + iq2 ; 
dann sind die kartographischen Coordinaten 

a == log tan ^- grj + ^ j , ß == g^ ; 
dabei ist der Parameter h dieser Coordinaten: 

Ä = C0S2i = ^^|^j. 

In diesem Falle ist die Abbildung {A') der sphärischen Figur {Ä) 
in der Ebene nichts anderes als eine Seekarte, Dem Meridian (q^) ent- 
spricht die Gerade (p), die der Axe Oa parallel ist und dem Parallel- 
kreis (q^) die der Axe Oß parallele ßerade (a). Die Gleichung der 
Loxodrome (s. §. 8), d. h. des Weges eines, fortwährend unter demselben 
Windstriche a segelnden Schiffes, ist 

log tan ( - gr^ + ^j — log tan ( - g^o + ^j = (q^ — q^<') tan a, 

wo q^^ und q^^ die geographische Breite und Länge irgend eines Punktes 

auf der Bahn des Schiffes sind. Dieselbe transformirt sich in die 

Gleichung 

a — «0 = ((5 — ßo) tan a, 

wo «0 und j3o die Coordinaten desjenigen Punktes sind, welcher den 
Punkt (g^i^, q^^) abbildet. Diese Gleichung stellt aber eine durch den 
Punkt («0, j5o) gehende Gerade dar, die mit der Axe Oß einen dem 
Windstrich a gleichen Winkel bildet. Die Eigenschaft der Loxodrome, 
sich als gerade Linie abzubilden, ist der Hauptvortheil der Seekarten. 
Setzen wir femer: 

« + t-p = *e - '"« »- G "+ 1) + '«^ = fc tan (l - I 3.) e'»' ; 
dann ist: 



a = Ä;tan(^- — - qA coaq^, ß = Ä; tan ( ^ — - g J sin gjj , 



(a) 



während der Parameter h der neuen Coordinaten 

Ä = i & sec' (i « - i s.) = ^^l+|l±^ 

ist. 

Es sei P (Fig. 44) der Pol auf der Seite der positiven geographischen 
Breiten gji, P' der gegenüberliegende Pol, PEP' der erste Meridian, 
aOß eine dem Aequator parallele Ebene in der Entfernung OP' = k 
von P\ Oa der Schnitt dieser Ebene mit PEP\ Oß eine Senkrechte 
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Fig. 44. 



ZU Oa und M' der Schnittpunkt der Geraden P'3f mit der Ebene 
aOß, d. h. das perspectivische Bild des Punktes ilf auf der Ebene aOß 

für ein in P' befindliches Auge. Man 
sieht leicht, dass die Coordinaten des 
Punktes M' bezüglich der Axen Oa^ Oß 
durch die Formeln (a) ausgedrückt werden. 
Denn es ist 

oc = OM',cosq^, ß=»OM\amq^, 
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Oitf' = Ä;tan 
und daher: 

a = Ä; tan 



P = Ä; tan 



(j-|-3.)«n9. 



Die sphärische Figur {A) und ihre Abbildung {Ä) in der Ebene 
aOß transformiren sich nach der Methode der reciproken Radien vectoren 
in einander; denn es ist 



P'ilf=2co8r^~|3ij , P'ilf' = 



Iz 



und folglich 

T'M , P'M' = 2Ä;. 

Setzt man Ä = ^, so ist {A') die stereographische Projection der 
Figur {A) auf den Aequator. 

Um die stereographische Projection auf einen beliebigen Horizont 
zu erhalten, muss man annehmen, dass P der Zenith, q^ die Höhe und 
q^ das Azimuth ist. 

Vermittelst der reciproken Radienvectoren transformift sich die 
Kugel (ß) in die Ebene aOß und jede Ebene in eine durch den Pol 
P' gehende Eugel (s. §. 61); folglich bildet sich der Ereis, in dem die 
Kugel (C) irgend eine Ebene schneidet, als Schnitt der Ebene aOß mit 
einer gewissen Eugel ab, d. h. auch als Ereis; es lässt sich dies auch 
unmittelbar aus den Formeln (a) nachweisen. 

81. Nehmen wir endlich an, die Fläche (ß) sei ein Ellipsoid (il,) 
(§. 56) und der Punkt M sei durch die eUiptischen Coordinaten X^ und 
X^ bestimmt. In diesem Falle hat man (§. 71): 



da' 



4 ha. 



{h - K) {h - h) 



{dx,y 



+ 



+ h) («2 + h) (»3 + K) 



(«1 + h) («2 + ^3) («3 + ^3) 
Dieser Ausdruck lässt sich in die folgenden conjugirten Factoren 
zerlegen: 



Somoff, Mechanik. I. 



13 
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i (X, - ^3)^ ( ^hjZll^ dX, 

[{a,-{-X,){(L,+X,){a, + X,)-\\ 7' 

2 ' 
Dieselben werden durch Multiplication mit r TTi zu vollständigen » 

Differentialen und geben die Integrale: 

r {h - h)^' dx, ^. r {X, - ^3)^X3 

J [(«i+X2)(«2+X2)(-a3-X2)]^~ J \{a,+X,){a,+X,){a, + X,)]\ ' 
Man muss daher setzen: 

_ f r {x,-x,)kdx, . . r iX,-X>i\dX, I 

Wir empfehlen noch das kartographische Coordinaten- 
system zu bestimmen: a) für eine Rotationsfläche, b) für die 
Schraubenfläche und c) für die Eegelfläche. 

Schon Lambert*) und Euler**) beschäftigten sich mit 
dem Probleme der Kartographie^ indem sie als Bedingung 
annahmen ; dass die Abbildung in ihren unendlich kleinen 
Theilen der abzubildenden Figur ähnlich sein solle. Doch 
begnügten sie sich damit, zu zeigen, dass die stereographische 
Projection und die Seekarte diese Bedingung erfüllen. Später 
gab Lagrange***) die im Vorstehenden dargelegte Methode 
zur Auffindung eines kartographischen Systems und wendete 
dieselbe auf die Abbildung einer Rotationsfläche in der Ebene 
an. Darauf dehnte Gauss f) in einer, von der Eopenhagener 
Akademie preisgekrönten Abhandlung die Lagrange' sehe Me- 
thode auf die Abbildung einer beliebigen gegebenen Fläche 
auf einer anderen, ebenen oder krummen Fläche aus. 

Li Zusammenhang mit dieser Aufgabe steht die Frage 
über die Deformation einer Fläche oder über das Auflegen 
einer Fläche auf eine andere ohne Risse und ohne Falten. 



*) Beiträge zum Gebrauche der Mathematik. 
**) Acta Academiae Petropolitanae, 1777. 
***) Nouveaux Mämoires de TAcadämie de Berlin, 1779. 
t) Astronomische Abhandlungen, herausgegeben von Schumacher, 
3. Heft, 1825. 
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Mit diesem Gegenstande beschäftigten sich besonders erfolg- 
reich Minding*) und Bour.**) 

Bour findet es in gewisser Hinsicht vortheilhaft, die karto- 
graphischen Coordinaten a und /J durch die complexen Variablen 
u =•« + ^'/S, t; = a — ij3, die er symmetrische Coordinaten 
nennt^ zu ersetzen. Mit Hilfe dieser Coordinaten lässt sich 
das Quadrat des Bogendifferentials einer Curve durch die ein- 
fache Formef ausdrücken: 

ds^ = j-^dudv. 



X. Oapitel. 



Geometrische Derivirte der Coordinatenparameter. — Ausdrücke für die 
Erümmnng ▼on Linien, die auf Coordinatenflächen liegen. 

. 82. Die directen und reciproken Parameter der Coordinaten 
eines beweglichen Punktes ändern sich im allgemeinen nach 
Grösse und Richtung und haben daher mehrere geometrische 
Derivirte. Stellen wir uns nun die Aufgabe, diese Derivirten 
zu bestimmen. Es seien a^, a^y a^ die reciproken Parameter 
der Coordinaten des Punktes M{qi , q^j q^). Erleidet dieser Punkt 
eine Verschiebung nach einem anderen Punkte -3f'(?i + ^QvQ2ris)7 
so dass sich nur die Coordinate g^ ändert, d. h. verschiebt 
man ihn nach dem Schnittpunkte der Coordinatenlinie (92&) 
mit der Fläche (gj + ^2i)> so erhält der Parameter ür ein 
geometrisches Increment, das wir mit ^j «r bezeichnen wollen. 
Yemachlässigt man bei diesem Incremente die unendlich kleinen 
Grössen von höherer Ordnung als dg^, so erhält man die 

geometrische Variation d\ar bezüglich der Coordinate q^. 

Ebenso erhält man die geometrischen Variationen dg^r, ^a^r 
nach den Coordinaten $29 ^s- ^^ ist nun leicht zu beweisen^ dass 






*) Journal von Grelle, B. XIX. 
**) Journal de Tficole Polytechnique, 29'*"« Cahier. 

13* 
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d. h. wenn man das Verhältniss -^— auf der Richtung von 

drOs 



Ssür und das. Verhältniss -z — auf der Richtung von d^a, auf- 
trägt, so erhält man zwei Strecken, die einander geomei^sch 
gleich sind. 

Man kann dies durch die Formel 



D^Ur = Drttsj ' (1) 

ausdrücken, welche somit aussagt, dass die geometrische De- 
rivirte des Parameters ar nach q^ der geometrischen Derivirten 
des Parameters as nach qr geometrisch gleich ist. 

Angenommen, MM' (Fig. 45) stelle diejenige Coordinaten- 
linie dar, welche vom Parameter ar tangirt wird und fifi' sei 
Fig. 45. die Lage welche diese Linie annimmt, wenn 

nur die eine Coordinate qg ein Licremeut dqs 
>-a5' erhält 5 fenjer sei M^ die vom Parameter a, 
tangirte Coordinatenliriie und M'fi ihre Lage, 
-^ wenn nur die Coordinate qr ein Increment 
dqr erhält. Mit Vernachlässigung von un- 
'* * '^ endlich kleinen Grössen höherer Ordnung kann 
man Myi, als die Variationsverschiebung a^Sq^ 
ansehen, welche der Pimkt m erleidet, während 
er sich infolge der Aenderung der Coordinate qr auf der Linie 
MM! fortbewegt (vergl. §. 3^7); dadurch wird Myi> eine geo- 
metrische Function der Coordinate qr und hat somit ein geo- 
metrisches Differential Dra^ . dg, . 8qr nach dieser Veränderlichen, 
welches, wie im §. 36 bewiesen, dem Differential döt Ver- 
schiebung MM'^=ar8qr nach der Coordinate g,, d. h. der 

Grösse Ds^arSqr) . dqs oder Dgardqrdqs geometrisch gleich 
ist; man hat daher 




Dr as Sqs Sqr = Tk^r Sqr dqs, 
woraus folgt 

Dras = jD«ar, 
w. z. b. w. 

83. Nach der bekannten Formel für die Differentiation 

der geometrischen Producte hat man 

d amdr 



amJJsar ^- ; arUsam, 



dqs ^ 
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und ebenso mit Beachtung der Formel (1): 






c n.i am 



asJJmtlr = atVrara= -j— U^Dras'^ 

aus diesen drei Gleichungen folgt: 

' T\ 1 \ d Omar , d atnCta C arOn 

a,„D,ar = i [-J--- + -g— - -g^_ . 

Dieser Ausdruck besteht aus den partiellen Derivirten 
der Coefficienten der quadratischen Function 



^eelche die Energie der Bewegung ausdrückt. Zur Abkürzung 
wollen wir denselben mit (rsm) bezeichnen. Es ist also: 

amDs^r = (rsm). (2) 

Dabei sei bemerkt, dass 

(rsm) = (srm), (rrm) -= -g^; -i^qV, ' 

(rmr) = (tnrr) = i g^ , (rrr) = i -g^ . 

• 

Mit Hilfe der Formel (2) und der Derivirten q\y q^, q^ 
der Ooordinaten nach der Zeit kann man nun leicht die Pro- 
jectionen der bei der Bewegung des Punktes m auf einer be- 
liebigen Trajectorie MM^ (Fig. 45) auftretenden geometrischen 

Derivirten Dtar auf die Parameter bestimmen. 

Die Variationsverschiebung ürSqr = MM wird bei der 
Bewegung des Punktes m auf MM^ während der Zeit d^ zu 
einer geometrischen Function der Zeit. Setzt man voraus, 
dass ihr Endpunkt M' auf der Fläche qr + 6qr bleibt, so 
bleibt Sqr constant; die geometrische Derivirte von ardqr nach 

der Zeit ist daher Dtar.äqr] sie muss aber nach §. 37 der 
geometrischen Variation der Geschwindigkeit v nach qr, d. h. 

der Grösse DrV . dqr gleich sein; folglich ist: 



DtUr = DrV. ' (3) 

Die Derivirte gV der Coordinate qr nach der Zeit ändert 
sich nicht, wenn diese Coordinate die Variation dqr erhält. 
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Denn wenn MiM\ die Lage ist, welche die Verschiebung 
MM' zur Zeit t -}- dt einnimmt, so erhält die Coordinate qr 
im Punkte M\ den Werth qr + ^tqr + Sqr, wo ^< das dem 
Zeitzuwachs dt entsprechende Increment bedeutet-, für den 
Punkt M' aber hat die Coordinate qr den Werth qr + *^r; 
daher erhält die Coordinate qr + ^Qr beim Uebergange vom 
Punkte M' nach M\ das Increment i/^^r, d. h. dasselbe, 
welches qr beim Uebergange von M nach M^ erhält. Die 
übrigen Coordinaten bleiben aber während der ganzen Zeit dt 
für die Punkte M^ und M\ dieselben, weil M^ M\ eine Co- 
ordinatenlinie ist Da also alle drei Coordinaten beim Ueber- 
gange von M' nach M\ dieselben Incremente erhalten, die 
sie beim Uebergange von M nach Mi bekommen, so sind 
infolge dessen die Componenten der Geschwindigkeit im Punkte 
M' nach den Richtungen der reciproken Parameter gleich den 
Derivirten g\, q^, g'g, multiplicirt resp. mit den geänderten 
reciproken Parametern 



d. h. mit ihren Werthen im Punkte Jf'; folglich ist die Summe 



das geometrische Increment, welches die Geschwindigkeit v 
infolge der Variationsverschiebung MM' des Punktes M er- 
hält. Dividirt man dasselbe mit Sqr und geht zur Grenze 
über, d. h. setzt man dqr = 0, so erhält man die geometrische 
Derivirte : 



DrV = q\Drai -|- ^^^rCl-i +.^'3l>r%. (4) 

Nach Formel (3) ist also 



Dtar = q^Bra^ + q^Dra^ + q^Bra^, 
woraus folgt: 



OnMar = q\ • amDrCfi + (Z'g • (^mDrCl2 + q^ ' ümDra^ . (5) 

Dies lässt sich nach Formel (2) schreiben: 

. X 

amJJt(^r = (Irm) q\ -f (2rm) q\ + (3rm) q^. (5') 

Diese Formel liefert die Projectionen der geometrischen 
Derivirten 2><ar auf die Parameter %, «2; ^ ^ Form von 
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Jineareu Functionen in Bezug auf die Derivirten (/\, ([^^ (i^\ 
es wird nämlich: 

i . ^7^ ■= l [(Irlj r/, + (2r 1) i, + (3rl) r/,J 

\ . ^Ä^ = i [(1 r2) g, + (2r2) g', + (3r2) g ,] (6) 

C»2 («3 

;! . ^^a7 =- ;;- [(lr3) rA + (2r3) r/, + (3r3) g',]. 



a« ^ ' o 



Durch die Substitution r = 1, 2, 3 ergeben sich 9 Formeln 
für die Projectionen der drei geometrischen Derivirten 



D<ai, D^flfg, 2)<«3 

auf die Parameter a^, «g; %• 

84, Mit Hilfe der Formeln (2) kann man leicht die Pro- 
jectionen der Derivirten Ds(^r auf die directen Parameter \j 
\^ \ erhalten. Man beachte, dass die Längen 

die Componenten des directen Parameters hk nach den Rich- 
tungen der reciproken Parameter a^, a^^ a^ sind;*) multiplicirt 
man daher die Grössen 



a^Dsdry a^Dsür^ a^Dsttr 

resp. mit 

hk\y hk\y }lk\ 



und bildet die Summe dieser Producte, so erhält man likDaür, 
und es wird also nach Formel (2): 



hkDsar = hk\ (rsl) + hkh^ (rs2) + hk\ (rs3). (7) 

Da das geometrische Product hkUr gleich Eins ist, wenn 
h= r, aber gleich Null, wenn Je nicht gleich r ist, so folgt: 



^^^ = 0, d. h. hkD,är + arDshk = ; 



*) Bedeuten nämlich r^r^^ r^ die Componenten des Parameters h^ in 
den Axen aj , Og , Og , so ist Äj = r^ cob{\ Oj), h^ co8(Äi ä^) = r,, co8(Äj a^), 

\ cos{W) = r^ C0B(Ä3a8); beachtet man nun, dass ÄjOi = 1, ^202 = 1, 

A3 «3 = 1 j 80 folgt Ol Äi * == ri , ötj Äi Äg == fg , ttg Äj A3 = ^3 ; ähnliche Formeln 
lassen sich für h^ und h^ ableiten. 
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folglich ist 

und 

'äi^Jk = — \hh^ {rs 1) + W^ {rs2) + Ihh^ (rs3)]. (8) 
Aus Formel (7) ergeben sich als Projectionen der De- 
rivirten D^ar auf die directen Parameter: 



und aus Formel (8) ^.Is Projectionen der Derivirten DJik auf 
die reciproken Parameter: 



«j t*2 «3 

Die Formeln (7) geben auch die Componenten der De- 



rivirten Dsttr nach den reciproken Parametern: 



a^ • h^DgUrf O^ ' h^Didr^ O^z ' \J^s<^ry 



und die Formeln (8) die Componenten der Derivirten Dglik 
nach den directen Parametern: 



Multiplicirt man die Grössen 



a^DJik, a^Dshk, a^DJik 
mit 

und addirt die Producte, so folgt: 



hmDsh = — [hkhj^ • EhnJirirsX) + hkh^ • Eh„,hr{rs2) 



+ hh^'^hmhr{rs3), (9) 

wo Z eine Summation nach dem Index r bedeutet. Nach 

r 

dieser Formel lassen sich die Projectionen der Derivirten 
Dshk auf die directen Parameter 

und ihre Componenten nach den reciproken Parametern 



Ur • \DJik, «2 • ^Dghky «3 • \DJlk 
bestimmen. 
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Sind die Projectionen und Componenfen der geometrischen 

öerivirten Dgdr und Dsh^ auf den direkten und reeiproken 
f^^rametem bekannt^ so kann man auch nach den Formeln 
d^s §. 66 die Längen dieser geometrischen Grössen berechnen. 
Aus Formel (5) folgt noch: 



hDiür = q\2:hkhm(lrm) + q\Shkh,n(2rm) 



m tu 



+ q'a^hh^iZrm), (10) 

m 

o 27 eine Summation nach dem Index m bedeutet. Nach 

m 

€ser Formel lassen sich die Projectionen der geometrischen 
erivirten Dtür auf die directen Parameter 
1 r-^ 1 .—^ 1 



j--\Dtar, j-^h^Dtary j^-h^Dtar, 
sowie die Gomponenten auf den reeiproken Parametern 



a^ • h^Dtttry «2 * ^h-^i^ry ö^g • h^Dfü, 



bestimmen. Da aber .r- = ist, so folgt: 



ttrDthk + ^kDtCir = 0; 

also: 

arDthk = — hjcDtUri 

der Ausdruck (lO)» giebt daher auch die Projectionen der geo- 

ßietrischen Derivirten Dghk auf die reeiproken Parameter, 
nämlich, 

- • «1 Dfhk, - • Of^Dthy - • (^Dthi 

Uj Og 03 

und die Componenten nach den directen Parametern: 



h^-a^DJik, h^'O^Bthk, h^-a^Dihk. 



Femer •findet man 

'«I 



KDth = hm\ ' a^Dthk + Ä^Äg ' (^2^t^k + Äm^s * ^s^th (11) 

nnd hieraus ergeben sich die Projectionen der geometrischen 
Derivirten Dthk auf die directen Parameter 



^ • \Dthk y j^ • h^Dth » ^ • \Dthk , 
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und ihre Componenteu nach den reciproken Parametern: 



85. Im Falle eines orthogonalen Coordinatensystems 
hat man: 

darüs r^ 

dqm ' 

wenn r nicht gleich s ist; dagegen wird für r == 6*: 

dqiii dqm '' dqm ' 

hiermit erhält man nach Formel (2): 

d ttf. dal d a^ 

^ cqs^ " '^ '^ ^ dqr ' "• '^ '^ -2 ^g,,^ 



und amDsttr = 0, wenn alle drei Indices m, 5, r verschieden sind. 
Da «r = ^ , wobei «r und Ar dieselbe Richtung haben, 



hr 

so ist: 



Ä^ ä; ä; dq.i 

K K Kdqm^ 

folglich wird: 

2 



dhr 7 T^ 7 ^m ^Ä 



hrDsK = /*r -Ö--, KDrhn = 



^^^ , ,.r-r-,,* — .^^ ^^^^ 



86. Die geometrische Derivirte Drdr setzt sich zusammen 

aus A — , der geometrischen Derivirten nach der Länge arj 

. und aus der geometrischen Derivirten nach der Richtung, die 
gleich der Strecke ür ist, multiplicirt mit der Winkelderivirten, 
die wir mit ®r bezeichnen wollen. Da ®rSqr der Contingenz- 
winkel derjenigen Coordinatenlinie ist, die vom Parameter Qr 
berührt wirdj so stellt das Verhältniss 

QrSqr Or 

Or 9qr dr 

die erste Krümmung dieser Linie im Punkte (2i,22>23) d*^- 
Wir werden diese Krümmung mit Cr bezeichnen; es ist also: 
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Die geometrische Derivirte D^ar ist bei ungleichen Indices 

s und r ebenfalls zusammengesetzt aus y-~ , der geometrischen 

Derivirten nach der Länge a^, imd aus der geometrischen 
Derivirten nach der Hichtung^ die gleich der Strecke «r ist, 
multiplicirt mit der Winkelderivirten. Das Product aus der 
letzteren in Sq^ ist das Winkeldififerential des Parameters ar 
nach der Veränderlichen g,. Und dieses Differential kann 
mau ansehen als den imendlich kleinen Winkel zwischen der 
Richtung von ür und der Richtung, welche dieser Parameter 
annimmt, wenn sein Anfangspunkt sich um imendlich wenig 
in der vom Parameter a, berührten Goordinatenlinie verschiebt. 
Der Abbe Aoust hat vorgeschlagen, diesen Winkel den schiefen 
Contingenzmnlcel (angle de contingence inclinee) imd sein Ver- 
hältniss zu der Verschiebung des Anfangspunktes des Pa- 
rameters ür in der Richtung a, die schiefe Krümmung der 
von ttr tangirten Curve zu nennen.*) Bezeichnen wir diese 
Krümmung mit yr», so ist ürttayrs die Derivirte von ar nach 
der Richtung bezüglich der Variablen j,; also ist: 

dar 



qs 

Bezeichnen wir mit ysr die schiefe Krümmimg der vom 
Parameter a, tangirten Goordinatenlinie, so ist a^arysr die 
Derivirte von a, nach der Richtung bezüglich Qt. 

Die schiefen Krümmungen yrs und y^ lassen sich durch 
Längen darstellen, die auf den Richtungen ara^yra und a^arytr 
aufgetragen werden; sie haben die bemerkenswerthe Eigen- 
schaft, dass ihre Prqjectionen cmf die Normale derjenigen Fläche 
{lm\ welche von den Parametern ar und a, 'berührt wirdy ein- 
ander gleich sind. Denn diese Projectionen sind gleich den 
auf dieselbe Richtimg bezogenen Projectionen der geometrischen 

Derivirten Dgar und jDrö^«? welche einander geometrisch gleich 
mi. Also ist: 

yrs cos (yr s hm) == ysr COS (y,r hn). (12) 



'*') Theorie des coordonn^es curvilignes quelconques. Annali di 
Matematica pura ed appUcata. T. VI. 1864. — Analyse infinitesimale des 
conrbes trac^s sar une surface qnelconque. 
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87. Gesetzt; der Punkt M bewege sich mit der Geschwindig- 
keit V auf der Coordinatenfläche (q,n)] dann besteht während 
der ganzen Zeit der Bewegung die Relation 



Äus welcher folgt: 

hmVi + vDtKi = 0. 
Ist nun Q der Krümmungsradius der Bahn im Punkte J/, 
so sind — und -TT die Componenten der Beschleunigung v^ in 

der ersten Hauptnormale und in der Tangente; also ist: 

v^ /^ n \ , T dv 

Q 



IlmV^ = Am - COS {qK^ + Am ^ COS (t;AJ. 



Da aber cos (Amv) = 0, so bleibt: 



v^ 



also: 



folglich 



hmVi = Am- cos((>A„,); 
hm - COS {qK?} + vDthm == 0; 
- cos {ß h,n) = ~ ^, . vDtK. (13) 



Hierin hängt die rechte Seite nur von den Coordinaten 
9^1 > !22; Q'd ^^^ ^^^ deren ersten Derivirten nach der Zeit 
(s. §. 83) ab, d. h. von der Gfösse und Richtung der -Ge- 
schwindigkeit V] folglich behält sie bei derselben Geschwindig- 
keit V einen und denselben Werth für alle Bewegungen auf 

der Fläche (qm). Daher hat — cos (Qhm) denselben Werth für 

alle Curven auf der Fläche (qm), die im Punkte M die Richtung 
der Geschwindigkeit v zur gemeinsamen Tangente haben. 
Bezeichnet man jene Grösse mit c, so ist + c die erste Krüm- 
mung im Punkte M des Durchschnitts der Fläche (gm) mit 
einer zu ihr normalen, durch hm und v hindurchgehenden 
Ebene. Wir stellen + ^ durch eine, auf dem ersten Krüm- 
mungsradius dieses Schnittes aufgetragene Strecke dar. Diese 
Strecke hat denselben Sinn wie hm, wenn c > und den ent-. 
gegengesetzten, wenn c < 0. In dem einen, wie im andern 
Falle wollen wir c die Krümmung des Normalschnitts der 
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Fläche (qm) nennen. Diese Curve ist concav gegen den Para- 
meter hm, wenn c > 0, und convex, wenn c < 0. 
Die Formel (13) giebt: 

da. aber 



vDthm = q'r • arBthm + q, • a^BtKi 
Txnd 



so wird: 

C = ^^ (q'r • hmDtür + ([» • hmBttt,). 

Nach den Pormebi (10) hat man: 



/*m Dt ür = q'r • hmDrttr + ?', • Am Ä Ö^r, 



hmDtüs = (^'r • hmDra» + (2^', • hmDna.y 

während 

[s. Formel (1)] ist; folglich: 

C = ij^2 ' («V • hmDrttr + 2g r}', • Ä;;,D, ür + q s^ 'hnD.a^, (14) 

Somit ist die Krümmung c als eine quadratische homogene 
Function von gV; q» ausgedrückt, deren Coefficieuten sich aus 
Formel (7) ergeben. 

Für g, = ist c die Bjrümmung des Schnittes der Fläche 
(jm) mit der durch hm und Or gehenden Ebene. Bedeutet 
Cwr diese Exümmung und setzt man in Formel (13) v = arqr, 
so folgt 

Cmr = 2 • hmDr^r UUd daher hmDrClr = hmdr^Cmr] 

hmü^ 

also jSndet man: (15) 

Cms = 7 2 • ^Dstts und hmDstts = hrndg^ Cms , 

Am», 

WO Cms die Krümmung des Schnittes der Fläche (qm) mit der 
durch hm und a, gehenden Ebene bedeutet. 

Nach Formel (12) ist die Projection der geometrischen 
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Derivirten D^ar oder Drds auf hm gleich der Projection der 
partiellen Derivirten aras^ra oder asürysr auf hmy also: 

hrnDsttr = hnarUsyrs COS (hmyrs) = hnCl'rO^sKs^ 
WO 

Ks = yr$ COS Qhmyrs) = y«r COS (Amy^r)*, 

die Formel (14) kann daher geschrieben werden: 

c = c..r {^^y + 2K, (^) i^-^) + ,,„, (^)^ . (16) 

Bedeuten fpr und g?, die von der Kichtung v mit den Pa- 
rametern «r und a, gebildeten Winkel und @ den Winkel 
(ctrCi's), SO hat man 

Or 2r sing?« asgfs sinqpr _ 

V sin ' t? sin S ' 

wodurch die Formel (16) übergeht in: 

c = -^^j^ (Cmr sin^g?, + 2^^;., sin g?, sin g)r + Cms sin^ gjr). 

Mit Hilfe dieses Ausdruckes kann man die Krümmung 
eines beliebigen Normalschnitts der Fläche (qm) bestimmen, 
wenn die Krümmungen c^r und Cms der Normalschnitte in 
den Ebenen hmUr und hmUs und die schiefe Krümmung yrs 
bekannt sind. 

88. Die Krümmung im Punkte M einer beliebigen Curve 
auf der Fläche (qm), für welche die Ebene der ersten Krüm- 
mung zu dieser Fläche nicht normal ist, bestimmt sich mit 
Hilfe der Krümmung c des Schnittes der Fläche (qm) mit 
einer durch den Parameter hm gehenden und die erstere Curve 
im Punkte M berührenden Ebene. Man hat hierzu, wie im 
vorhergehenden Paragraphen gezeigt wurde, 

- cos (Qhm) = C, 

und wenn p' den Krümmungsradius des Normalschnitts be- 
zeichnet, so ist c = + -? und gob (ghm) = + cos(qq')] dabei 

hat man in beiden Ausdrücken das obere Zeichen für c > 
und das untere für c < zu nehmen. Jedenfalls ist: 

- cos (qq) == ^ oder q == q cos (qq). 
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Durch die letzte Formel beweist sich der bekannte Meu nie ra- 
sche Satz: 

Man erhält dm Badius der ersten Krümmung einer be- 
lidngeny auf einer gegebenen Fläche liegenden Curve, wenn man 
den Krümmungsradius des Schnittes der Fläche mit einer nor- 
malen, durch die Tangente der gegebenen Curve geltenden Ebene 
auf die Ebene der ersten Krümmung dieser Curve prqjicirt. 

Der Erümmungsradius der die gegebene Curve im Punkte 
M berührenden geodätischen Linie ist gleich dem Krümmungs- 
radius q' des Normalschnitts. Wir haben früher (§. 41) ge- 
sehen, dass Q die Projection des geodätischen Krümmungs- 
radius g auf die Ebene der ersten Krümmung ist; daher 
hat man: 

Q=g8m (qq"). 

Aus dieser Formel und dem Meunier'schen Satze folgt: 

1 = 14-1- 

d. h. das Quadrat der ersten Krümmung der gegebenen Curve 
' ist gleich der Summe der Quadrate der Krümmung des Normal- 
Schnitts und der geodätischen Krümmung. 

89. Bezeichnet man mit Cr die Bjrümmung der Coor- 
dinatenlinie (qmis) und trägt man diese Grösse auf dem ent- 
sprechenden Krümmungsradius auf^ so hat man nach dem 
Satze von Meunier: 

Cmr = Cr COS (CrÄm), Cgr = Cr COS (CrK)] 

Woraus folgt: 

^'* ^^^ sin* (hmhp) ^'' ' ^'* ^Cmr Csr COS {hmhs)\. 

Diese Formeln dienen zur Bestimmung der Grösse und Rich- 
tung der ersten Krümmung einer der Goordinatenlinien (qmQs) 
mit Hilfe der Krümmungen der Schnitte der Fläche (qm) und 
(<i») mit Ebenen, die durch den reciproken Parameter «r und 
die directen Parameter hm, hg gehen. Für die geodätische 
Krümmung Gmr der Curve (g'mö'») auf der Fläche (g^) hat man 

^f • ( -L \ Cmr COS {hmhs) — Csr 

Ijrmr — Cr Sin {^CrUm) — ^Qi;;^;^) 
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und für die geodätische Krümmung derselben Curve auf der 
Fläche (q,): 

a —P qin frh^— <^^r cos (hmhs) — Cm r 

90. Wir wollen nun mit Hilfe der Formel (16) unter- 
suchen, wie sich die Krümmimg c mit der Aenderung des 
entsprechenden Normalschnitts der Fläche (g^) ändert. 

Trägt man die Länge }/ q' auf der Tangente dieses 

Schnittes im Punkte M auf, nimmt die Richtungen Ur und a^ 

als Axen eines geradlinigen Coordinatensystems und bezeichnet 

die Coordinaten des Endpunktes jener Strecke mit x und y, 

so ist: , 

sin cps , /-T sin cpr -, /—, 

sin © ' ^ ' '^ sm @ ' ^ ^ 

man erhält dann aus Formel (16) die Gleichung: 

CmrCI? + ^hrs Xy + Cms «/^ = ± 1; (17) 

welche eine Linie zweiter Ordnung mit dem Centrum im 
Punkte M darstellt. Diese Linie ist: 1) eine Ellipse, wenn 
Cmr Cms — Ks > 0, 2) ciuc Hyperbel, wenn Cmr Cms — Ä^, < 
und sie zerfällt 3) in zwei Gerade, wenn Cmr Cms — Ks = 0. 
Das Gesetz der Vertheilung der Radienvectoren, die vom Punkte 
M nach dieser Curve führen, drückt zugleich auch das Ver- 
theilungsgesetz der Krümmung c in den verschiedenen Normal- 
schnitten aus. Die Linie (17) nennen wir die Indicatrix der 
Krümmung im Punkte Jtf.*) 

Die Krümmungen der durch die Axen der Indicatrix ge- 
legten Normalschnitte nennt man HauptJcrümmungen der Fläche, 
Die Ebenen dieser Schnitte stehen auf einander senkrecht. 

Im Falle 1) haben die Krümmungen Cmry Cms imd c die- 
selben Vorzeichen; daher sind alle Normalschnitte im Punkte 
M nach derselben Seite hin concav, nämlich nach der Seite 
des Parameters hm, wenn c > 0, und nach der entgegengesetzten 

*) Dupin nennt Indicatrix in einem gegebenen Pankte M die 
Schnittlinie der Fläche mit einer, zur Tangentenebene des Punktes. M 
parallelen und derselben unendlich nahen Ebene. Da die Linie (17) 
der Dupin^schen Indicatrix ähnlich und mit ihr ähnlich gelegen ist, so 
kann man sie auch als Indicatrix der Krümmung ansehen. 
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Seite, wenn c < 0. Die grösste Krümmung entspricht der 

kleinen Axe der Ellipse, die kleinste der grossen Axe. Auf 

der rechten Seite der Gleichung (17) ist das Zeichen + zu 

nehmen, wenn Cmr > 0, c^, > 0, und — , wenn Cmr < 0, Cm« <0. 

Im Falle 2) giebt es Normalschnitte, für die c = ist. 

Die Spuren dieser Normalschnitte in der Ebene arüg bestimmen 
sich aus der Gleichung: 

CmrOO^ + 2JCr3Xy + CmsV^ = 0. (18) 

Diese Schnitte theilen die Fläche (qm) derart in zwei 
Felder, dass in dem einen c > und im andern c < 0, d. h. 
dass das eine Feld gegen den Parameter hm concav, das andere 
convex gekrümmt ist. Die Indicatrix des ersten Feldes ist 

die des zweiten 

CmrOC^ + 2JCrsXy + CmsV^ = — 1. 

Diese beiden Hyperbeln haben gemeinschaftliche Asym- 
ptoten (18) und gemeinschaftliche Axen, welche die Spuren der 
Hauptschnitte in der Ebene Urttg sind. 

Im Falle 3) endlieh wird die Krümmung c zu Null, wenn 
die Spur des Schnittes in der Ebene «r«« die doppelte Gerade 

CmrX^ + 2JCrsXy + CmsV^ = 

ist. Für die übrigen Schnitte dagegen hat die Krümmung c 
dasselbe Vorzeichen, wie Cmr vnd Cms» Alle Schnitte sind gegen 
K concav, wenn c > und convex, wenn c < 0. Im ersteren 
Falle repräsentirt die Gleichung der Indicatrix die beiden 
parallelen Geraden: 

fnr mr 

im zweiten aber diejparallelen Geraden: 

(— Cmr)2 (— Cmr) 2 

91. um die einem gegebenen Krümmungsradius q' oder 
einer gegebenen Krümmung c entsprechenden Schnitte zu 
finden, hat man die folgenden zwei Gleichungen nach x und 
y aufzulösen: 

Somoff, Mechanik I. 14 
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^ + 2/* + ^^y cos© = 4- — , 

— <= (19) 

die so gefundenen Werthe von r» und y bestimmen in der 
Ebene arüg diejenigen Punkte, durch welche die Ebenen der 
gesuchten Schnitte hindurchgehen müssen. Die Gleichungen (19) 
geben 

{C — Cmr) X^ -{-2(C COS S — Ks) Xy + (c — Cms) 2/^ = 

als Gleichungv der Spuren jener Ebenen in der Ebene «ra,. 
Bei den den Hauptkrümmungen entsprechenden Schnitten 
müssen diese Spuren zusammenfallen, wozu erforderlich ist, dass 

(C — Cmr) (C — Cms) — (c COS — KsY = 0, 

oder dass: 

Sin^ö . €? — (Cmr + Cms — ^Ks COS 0) C + CmrCms Jc\s = 0. 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind die Hauptkrümmungen. 
Bezeichnet man dieselben mit C und C, so ist: 

^ 1^ ^f Cmr -f- Cms — 2JCrs CO8 /'9^^ 

flfi' CmrCms — K rs /o-i \ 

sin*© * ^ ^ 

Die erste dieser beiden Grössen heisst die spJiärische 
Krümmung der Fläche, die zweite das Krümmungsmxiss der 
Fläche, 

Mit Hilfe der Formeln (15) lassen sich diese Grössen 
durch die Coordinatenparameter und deren Derivirte nach den 
Coordinaten ausdrücken; es wird nämlich: 



ri j^ pf qV ' hmJDsas -j- a^s • hmDrOr — 2aras • JlmBras /QQ\ 



flf^r hmJDrdr • hm-Ds O>s — (jlmDrds) /OQ\ 

/i'm {a\a^s — Ora^s) 
Die Gleichungen der Spuren der Hauptschnitte sind: 

{C — Cmr) O; + (C COS — Ks) ^ = 0, .^^. 

{C — Cmr)x-{'{C COS@ — JCrs)y = 0. 

Man kann sich leicht davon überzeugen, dass diese Ge- 
raden auf einander senkrecht stehen. 
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Vertauscht man die Coordinaten x, y mit rechtwinkligen 
X, yf*m Bezug auf die Geraden (24) als Axen, so nimmt da- 
durch die Gleichung (17) der Indicatrix die Form an: 

Cx^ + C'y^ = ± 1; 

bezeichnet nun 9 den Winkel, welchen die Ebene eines be- 
liebigen Normalschnittes mit der Ebene des Schnittes von der 
Krümmung C bildet, so ergiebt sich für die Krümmung c die 

Formel 

c = C cos^ 9 -|- C sin^ 9, 

welche Euler gefunden hat. 

Haben C und C entgegengesetzte Zeichen, so wird die 
Krümmung c, welche einem Winkel 9 entspricht, dessen Tan- 
gente der Bedingung 

tan 9^+1/ — ^/ 

genügt, zu NuU^ und die jenem Werthe von c entsprechenden 
Spuren in der Ebene x' y werden zu Asymptoten der In- 
dicatrix. 

93. Ist die Indicatrix eine Ellipse, so kann es auf der 
Fläche (qm) Punkte geben, für welche die Hauptkrümmungen 
C und C einander gleich sind; ein solcher Punkt heisst Nabel- 
punkt (umbilicus) oder Kreispunkt In diesem Punkte geht 
die Indicatrix in einen Kreis über, und die Krümmung c jedes 
durch diesen Punkt gelegten Normalschnittes ist eine und 
dieselbe. Der diesen Kreispunkt enthaltende Theil der Fläche 
[%) von zwei unendlich kleinen Dimensionen hat mit einer 
Kugelfläche Aehnlichkeit, und mit Vernachlässigung unendlich 
Weiner Grössen von höherer als der zweiten Ordnung kann 
man ihn als Theil einer Kugelfläche betrachten, deren Radius 
gleich dem Krümmungshalbmesser eines der Normalschnitte ist. 

Für einen Kreispunkt ist (17) die Gleichung eines Kreises 
^üd es ist dann 

(^mr = ^m«; "^r« ^'^ ^mr COS C/, 

^as wegen der Formeln (15) die beiden Gleichungen 

liefert; aus diesen Gleichungen kann man die Cooridinaten 
2r, 2, der Kreispunkte ableiten. 

14* 
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93. Nimmt man an, dass die Geschwindigkeit v die Rich- 
tung der durch die erste der Gleichungen (24) dargestellten 
Geraden hat, so sind die in jener Gleichung vorkommenden 
X und y den Componenten der Verschiebung vdt nach den 
Richtungen ür und a„ d. h. den Grössen ardqr und asdqs pro- 
portional; es besteht daher die DijBferentialgleichung 

(C — Cmr) ardqr + (C COS ® — Jcrs) a^dqs = 

zwischen den beiden Coordinaten qr und g,, während qm con- 
stant ist. 

Das Integral dieser Gleichung, das wir mit 

F{qr,qs) = cc (25) 

bezeichnen (worin a eine Constante), ist die Gleichung einer 
auf der Fläche {qm) gelegenen Linie von der Eigenschaft, dass 
die Tangente in jedem ihrer Punkte {qr, q^ die erste der 
Gleichungen (24) zur Gleichung hat, d. h. dass diese Tangente 
die Spur eines der Hauptnormalschnitte der Fläche {qm) im 
Berührungspunkte ist. Infolge dessen umhüllt die Linie (25) 
alle in der Ebene ara^ liegenden Spuren der ihren verschie- 
denen Punkten entsprechenden Hauptschnitte. Eine solche 
Linie nennt man Krümmungslinie der Fläche {qm\ \ 

Die zweite der Gleichungen (24) giebt die Differential- 
gleichnng: 

(C — Cmr) ardqr + (^ COS S — Jcrs) agdqs = 0, ' 

deren Integral 

/"Ör, qs) = ß 

(wo ß eine Constante ist) eine andere, zur ersten orthogonale 
Krümmungslinie ist. Man kann somit die Grössen a und ß 
als orthogonale Coordinaten eines Punktes auf der Fläche 
{qm) betrachten. 

94. Bei der Bewegung eines Punktes auf einer beliebigen 
Linie auf der Fläche {q^) erzeugt die Normale der Fläche in 
diesem Punkte, oder die Richtung des Parameters hm, eine ge- 
radlinige Fläche. Dieselbe ist im allgemeinen windschief und 
nur in dem Falle abwickelbar, wenn die Trajectorie des 
Punktes eine Kjümmungslinie ist 
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Zum Beweise bestimmen wir die Winkelderivirte des Pa- 
rameters hm, d. h. die Winkelgeschwindigkeit seiner Bewegung, 
die wir mit o bezeichnen. Die Projection der geometrischen 
Derivirten Dthm auf die Ebene ara^ ist gleich der Winkel- 
geschwindigkeit CO, multiplicirt mit dem Parameter h^] ihre 
Richtung iöt dieselbe wie die von co] also ist: 



hmClr O cos (cDUr) = UrDth/n = hrnDtttr, 

h^as (o cos (coa,) = asDthm = — hmDtC^s] 
nach den Formeln (10) und (15) hat man aber: 






also 



= hmas{krsX -f- CjnsV) ' A=^ 5 
CD COS (O«;.) = — {CrnrO^ + A^r.J/) "^ , 



CD COS {pa^ == — (ifcr«a? + Cm*y) 77=^ , 

y? 

was man auch schreiben kann: 

ocos(a)ar) = -^-ä^, cos (ca.) ^^'ä^' (26) 

wenn man setzt: 

Die Formeln (26) zeigen, dass die Projection von Gi auf 
die Ebene ürü^ dem Dififerentialparameter der Function "Sr pa- 
rallel ist. Und da diese Function die linke Seite der Gleichung 
(17) der Indicatrix ist, so muss ihr Parameter die Normale 
der Indicatrix im Punkte {x^ y) sein; daher ist. cd senkrecht 
zu der Tangente der Indicatrix in diesem Punkte. Die Gerade, 
welche das Centrum der Indicatrix mit dem Punkte {x, y) ver- 
bindet, d. h. die Richtung der Geschwindigkeit v bildet mit 
der durch dasselbe Centrum gekenden Parallele zu cd im all- 
gemeinen einen gewissen Winkel, der nur dann gleich Null 
ist, wenn die Geschwindigkeit v die Richtung einer der Axen 
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der Indicatrix, d. h. die der Tangente an eine der Krümmungs- 
linien hat. Ist dieser Winkel nicht Null, so liegen v und 
Dtf^m, d. h. die Anfangs- und Endgeschwindigkeit von hm nicht 
in einer Ebene; deswegen erzeugt hm, d. h. die Normale der 
Fläche {qm)f bei seiner Bewegung eine windschiefe Fläche. 
Hat aber v die Richtung einer der Axen der Indicatrix, so 
hat (0 dieselbe Richtung; in diesem FaUe liegen v und Dthm 
in einer Ebene; wenn also der Anfangspunkt des Parameters 
hm, d. h. derjenige Punkt, in dem die Normale der Fläche 
(qm) errichtet ist, eine der Krümmungslinien beschreibt, so 
erzeugt diese Normale eine abwickelbare Fläche. 

95. Ist das Coordinatensystem der q^ q^, q^ orthogonal, 
so ist 

hmhr = 0, hmhs = 0, UmDs^r = , 

und mithin 



hmDsCI'r == hmhr • ürB^ar + T^mK ' d^Dsar + ^m ' dml^sd^r = 0; 

also ist lirs = 0, und die Gleichung der Indicatrix nimmt die 
Form an: 

Dieselbe zeigt, dass die Richtungen der Parameter hr. und 
hs oder der Coordinatenaxen die Axen der Indicatrix sind; 
folglich berühren sie die Krümmungslinien in jedem Punkte 
der Fläche {qm)\ daher sind die Coordinatenlinien (qrqm) und 
(qsqm) Krümmungslinien der Fläche (qm)- Wenn also drei 
Flächen (g^), (g'2)? (q^) orthogonal sind, so schneiden sich zwei 
von ihnen mit der dritten in den Krümmungslinien der letzteren. 
Diese Eigenschaft eines orthogonalen Systems von Flächen 
hat Dupin gefunden.*) 

Aus dem eben bewiesenen Satze folgt, dass in dem vor- 
liegenden Falle Cmr und Cms die Hauptkrümmungen der Fläche 
(qm) sind. Die Formeln (15) und (2) geben: 

emr ^^^^ "■" 

da nun 



hm 
Or 


dar 
dqm ' 


(^ms ■ 


= — 


hm das 
tts dqn 


ttr = 


1 ^ 

" hr' 


a, - 


1 

'hs' 





* 



) Däveloppements de Geometrie. Paris 1813, pag. 239. 
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so ist: 

hm dhr _ hm 3 hg 



hr Cqm ' ha Cqm ^ 

oder 



-T/ir 



, dlo^hr 7 d log hs 



Diese Ausdrücke der Hauptkrümmungen durch die Pa- 
rameter in einem orthogonalen Systeme rühren von Lame her.*) 

96. Das System der elliptischen Coordinaten k^, A^, A3 
(s. §. 561) ist ein orthogonales und der Dupin'sche Satz gilt 
daher für dasselbe; folglich sind die Erümmungslinien des 
Ellipsoids (Aj) die Schnittcurven desselben mit den confocalen 
Hyperboloiden {k^ und (A3). Die Hauptkrümmungen des 
Ellipsoids in einem seiner Punkte (A2, A3) sind: 

^ _ \ ^ 1 l/"(^ + ^i) («2 + ^1) («3 + ^1) 



K - h y '(^l 



'12 2 {X, - X,) X, - X, V {X, - X,) {X, - X,) 



r ^_ ^1 L_ l/A±i|) ( «2 + ^1) («8 + ^1) 

^13 2 (Xj - ^3) ^, - ^3 r {X, - X,) {X, - ^3) 

Da A^ > Ag > A3, so sind die Grössen ^g und c^^ negativ; 
folglich ist nach §. 90 die Krümmung c jedes Normalschnittes 
ebenfalls negativ; daher ist das Ellipsoid in allen seinen 
Punkten convex nach der Seite des Punktes \, d. h. concav 
nach dem Centrum hin. 

Ebenso findet man für die Hauptkrümmungen des ein- 
manteligen Hyperboloids (Ag): 

Die erste Krümmung ist positiv, die zweite negativ; des- 
wegen ist das einmantelige Hyperboloid in jedem Punkte con- 
vex-concav. Die Krümmung c wird zu Null, wenn die Spur 
des Normalschnittes in der Tangentenebene mit der Spur des 
der Krümmung c^i entsprechenden Hauptschnittes einen Winkel 
q) bildet, dessen Tangente durch die Formel 



tan 



"-iVl 



bestimmt ist. Solcher Geraden giebt es zwei; sie sind die 
geradlinigen Erzeugenden des Hyperboloids (Ag). 



*) Le9ons sur las coordonnäes curvilignes. pag. 51. 
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Für das zweimantelige Hyperboloid endlich sind die Krüm- 
mungen 

also beide positiv; daher ist das Hyperboloid (Ag) concav nach 
der Seite des Parameters h^ und convex nach dem Centrum zu. 
Für die Kreispunkte auf dem EUipsoid (Aj) muss c^g = c^s 
sein, woraus folgt: ^2 = ^3. Da nun — ag zwischen Ag und 
A3 liegt (s. §. 56); so muss nothwendig Ag = A3 = — Og ^^^^ 5 
folglich liegen die Kreispunkte in der Ebene «/ = und zwar 
in den Schnittpunkten der Ellipse 

.^!_ + —'— = 1 

mit der Focalhyperbel 

x^ ^»_ __ . 

«1 — ttg ag — Og 

Das einmantelige Hyperboloid kann keine Kreispunkte 
haben, da Cgi und C23 überall entgegengesetzte Zeichen haben. 

Die Kreispunkte auf dem zweimanteligen Hyperboloid (A3) 
sind der Bedingung unterworfen: 

Aj = Ag = d^] 

w 

sie liegen daher in der Ebene = 0, im Schnitte der Focal- 
ellipse 



x2 ..% 



+ T^=i 



Oj ttg «2 ^1 

mit der Hyperbel 

_?!_4-_^_= 1. 

In dem Werke von Monge: „Application de Tanalyse ä la 
Geometrie" findet man eine bildliche Darstellung der Krüm- 
mungslinien auf dem EUipsoid. 

Die Krümmung c^ der Krümmungslinie (A^Ag) ist durch 
die Formel 

^3 —^13 -h^23 — 4(X,-^3r + 4(X2-X3)' 

gegeben (s. §. 89) und die Krümmung Cg der Krümmungslinie 
(A^Ag) durch die Formel: 

^2 >, 21^ 2 ^1 1 ^*3 
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XI. Capitel. 

Projectionen und Componenten der Beschleunigungen yerschiedener Ord- 
nungen auf den Coordinatenparametern. — Anwendung auf die Bestimmung 
der ersten und zweiten Krümmung der Bahn eines beweglichen Punktes. 

97. Die Formeln, welche zur Bestimmung der Geschwindig- 
keit vermittelst deren Projectionen und Componenten auf den 
Coordinatenparametern dienen (VIII. Capitel), lassen sich auch 
auf die Beschleunigungen verschiedener Ordnungen ausdehnen. 

Es seien: 

die Componenten der Beschleunigung v« nach den reciproken 
Parametern a^, a^, a^ und 

^Ki, -i>»,2, -2>.,3 

die Projectionen von Vn auf dieselben Parameter. Die aus 
den drei ersteren Grössen gebildete quadratische Form 

Tn = \ Zora, qn^ qn,s , (1) 

wo das Summenzeichen 27 sich auf die Indices r = 1, 2, 3, 
s = 1, 2, 3 T)ezieht, ist gleich \Vn, d. h. gleich der Hälfte des 
Quadrats der Beschleunigung Vn ; wir wollen diese Grösse die 
Energie (n -f- 1)^^ Ordnung nennen. X)ieselbe lässt sich auch 
durch die conjugirte quadratische Form 

T„ = i2:ÄÄi>»,ri?n,, (2) 

darstellen, wobei die Relationen bestehen:^ 

_dTn _ dTn 

Also ist 

2^n =* J-n '^^ J-n ; 



woraus sich für die Beschleunigung der Werth v» = |/2 1\ == 

= ]/2Tn als eine Functipn der Grössen qn,r oder pn^r ergiebt. 

Die Grössen 

111 
)^(Z»,i; 7^ ^«,2, ,-^»,3 

sind die Projectionen der Beschleunigung Vn auf die directen 
Parameter ä^, Ag, Ag und 

Äli)„,l, JhPn,2, hPn,3 
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sind die Componenten derselben nach diesen Parametern. Somit 
bestimmt jede der Formehi (1) und (2) die Grösse der Be- 
schleunigung v„, während die Formeln 

/ s 1 i dTn 

V„ cos (V„ar) = - Pn,r = ^ g^^ , 

, , . 1 1 aT„ ^'^^ 

ihre Richtung bestimmen. 

98. Es ist nicht schwer, Formeln für die succesive Be- 
rechnung der Grössen 

JPl,?»^ j?2^m} • • • Pn^my • • • • 
Ql^mj Q^^my • • • Qn^my • • • • 

aufzustellen. 

Die Formel für die DilBferentiation eines geometrischen 
Productes giebt: 



dOmVn 7=J 

a^Vn^l = —Jj. VnVtamy 

d. h. 

Pn-\-\,m = -|^ — ^q.n,r * arDta^'^ (4) 

es ist aber: 

dTn ^ 

und daher: 
folglich wird 



Pn,+ l,m = ^Cl>m(^r ' in,r + ^in,r ' arnDtttr , (5) 

oder, mit Berücksichtigung der Formeln (6). im X. Capitel: 

Nach dieser Formel lassen sich (Jie Grössen jp«-f 1,1, pn+1,2, 
p«+i,3, durch welche die Projectionen der Beschleunigung 
(n + 1)*®' Ordnung auf die reciproken Parameter bestimmt 
sind, berechnen, wenn man die Grössen ([^,1, 9'n,2, gtnfiy welche 
die Componenten der Beschleunigung n^^ Ordnung nach den- 
selben Parametern bestimmen, und die ersten Derivirteü der 
Coordinaten nach der Zeit g;'i, jg, g[^ kennt, welche die Com- 
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ponenten der Geschwindigkeit nath den reciproken Parametern 
bestimmen. Für die Beschleunigung erster Ordnung v^ ergiebt 
sich aus Formel (6): 



Für qn+i.m kann man eine ähnliche Formel wie (6) er- 
halten. 

Da nämlich 

dhmVn 

dt 
so ist 






^n+l,. = -ff - VnBAn^ (8) 

es ist aber 



VnDtKi = Uqn,rarDth,n = — Uqn.r ' hmDtür] 

/• r 

folglich hat man nach Formel (8): 

qn+l.m = <in,m + ^^n^r ' hmBtar, (9) 



wo hmDtdr eine lineare Function der Derivirten g\, q^^ q\ 
ist [s. Formel (10), X. Capitel]. Auch ist es leicht, qn-{.i,m 
vermittelst der Grössen pn,m auszudrücken. Da nämlich 



qn^m = 2JhmhrPn,r, VnDthn = Upn,r ' hrDth^y 

T T 

so lässt sich Formel (9) auch schreiben: 



qn^\,m = 2^KK ' Pn,r + ^ Pn,r * h.DtKj (10) 



wo hrnDJir nach Formel (11) im X. Capitel eine lineare Function 
der Derivirten q\, q^, q\ ist. 

99, Die Formeln (6) und (10) lassen sich in anderer 
Gestalt darstellen, die sich leichter dem Gedächtniss einprägt. 
Für die Beschleunigung erster Ordnung hat man 

während Formel (3) des X. Capitels ergiebt: 



Dtam = DmV] 
also ist: 



vdv BT 



vDtaj,i = vDrnV = ^ — = 



dqm ddm 
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Nach §. 83 hat man hkr bei der Differentiation von T 
nach qm die übrigen Coordinaten und die Derivirten aller drei 
Coordinaten nach der Zeit, d. h. g'j, ^2) Ö's; ^^^ constant an- 
zusehen. Also ist 

i)i,,„ ==/,„- 4^. . (11) 

Nach Formel (7) hat man: 
dpi. 



folglich 



^ = 2i:(iran) q'i = 2a,nDtar', 






hiermit kann die Formel (4) f ür w = 1 geschrieben werden: 

Da aber 
so ist: 
also 

i>2,m == jp'l,m - i ^ . (12) 

In der Abhandlung: „Sur les accelerations de divers 
ordres"*) hat der Verfasser gezeigt, dass allgemein 

_ , 1 d Tn-l , 

Pn,m — i>n— l,m ^ ^^(«-1) *' 

für w > 2 kann man jedoch diese Formel durch eine für die 
Berechnung bequemere ersetzen. Aus Formel (5) folgt für n ^ 1 

a„Mar— ^^^^^ , 



und man hat folglich für w > 1 : 



dpn,i 



dqn—l,m ' 

wodurch der Ausdruck (4) übergeht in 

f y, dpn,r 

i)n + l,m —Pn,m— ^ qn,r ^^^__j^^„/' 



*) M^moires de rAcadeSmie des sciences de St. P^tersbourg, VII"^« 
Bt^rie, T. Vm, No. 5. 
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es ist aber: 

folglich wird: 

Auf ähnliclie Weise lässt sich leicht beweisen, dass 

?n+i,m = q\m — ^^^z^^^, fum ^ 1. (14) 

Für n = 1 ist: 

q2,m = q\m - g; • (15) 

In die Formel (11) kann man statt T die ihm conjugirte 
Form T einführen. Hierzu beachte man, dass nach der be- 
kannten Eigenschaft der homogenen Functionen 

ist; daraus folgt: 

dqm r ^^ dqm r dpr 3 qm ' 

nun ist aber: 

dqm r dpr dqm ' dqm * 

Subtrahirt man dies von dem vorigen, so folgt: 

dT ^ aT 

dqm dqir ' 



/« 



und daher lässt sich die Formel (11) durch die folgende er- 
setzen: 

PUm=Pm + J^. (16) 

Nach Formel (11) igt pi^m .eine Function von den Co- 
ordinaten und deren Derivirten erster und zweiter Ordnung 
nach der Zeit; nach Formel (16) aber ist dieselbe Grösse als 
Function der Coordinaten, der Grössen jp^, jp^y p^ und der De- 
rivirten p'm ausgedrückt. 

100. Mit Hilfe der in den vorhergehenden Paragraphen 
abgeleiteten Formeln lassen sich die allgemeinsten Ausdrücke 
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für alle Grössen ableiten, die auf die Bestimmung der ersten 

und zweiten Krümmung einer Curve Bezug haben, deren Punkte 

durch irgend welche krummlinige Coordinaten bestimmt sind. 

Die Projectionen der Beschleunigung erster Ordnung t;^ 

auf die Tangente und auf die erste Hauptnormale sind: -i. 



V' 



und — , wo (> den Radius der ersten Krümmung bedeutet; 
daher ist: 



2 ^;* , (dv\^ 



Q = 



Führt man hier statt der Geschwindigkeit v und der 
Beschleunigung v^ die Energie erster und zweiter Ordnung 
\v^ = T und ^v^ = T^ ein, so ergiebt sich: 

hieraus erhält man für den Krümmungsradius: 

(2r)l 

wo statt T und T^ die quadratischen Functionen zu setzen sind: 

Somit ist der Radius der ersten Krümmung als Function 
der Coordinaten, der Derivirten erster Ordnung derselben nach 
der Zeit und der Grösse qi^r dargestellt, welche letztere ausser 
den vorhergehenden noch die Derivirten zweiter 'Ordnung 
q'r enthalten. Man kann, indem man wie im §. 29 verfährt, 
noch zwei weitere Ausdrücke für q erhalten. 
Aus der Formel 



V 



leitet man ab: 



— «= vv^ sin {yv^ 



V 



— = v^V^ — V^V^Q>0S^{VV^ 



Q 



oder 



v^ vv 



VV^ Vj^ 



9' ~ 
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Vi J?3 

i'ial'is 
es ist aber: 



iiii ' , liJs Vy ; (Z's^'i 



2i« <Zis I ! Äs Vn 



Qu In 



PnPii IfJnQii.' 



Pi Pi 
Pli Pis 



Za^ürq'r, Ua^Urq'r 



Za^arq\,r, i'Ojörgi.r 



a^a^, a^Os 



«gOj, flgOg 



+ 



wo man nach §. 66 hat: 



(i2 a\ , 


1 

• 


(Zl ^2 

(Zu ^12 


• 


(7l3 ^11 



«2 «2; 


«2 «3 


«8 «2; 


«3^3 


0^2 «3; 


a^a^ 


«3 «3; 


03«! 


«2«i; 


«2^2 



= a^a^ (1 — «1^) = a^a^a^ Jh^\, 



= ai «2 V («1 «2 — «3) = Ö^1%^«3^ -^ÄiÄ2? 



setzt man daher: 



= a^a^^a^{a^a^ — a^ == a^^a^^a^^ ^hhi 



/ / 



22 ?s 
i in 2i3 



I / / 



= <?., I 



i 2s 3i 



&i 3n 



<22, 



2'i '?'» 
«11 212 



= <?s (18) 



und 

so folgt: 

JP2 JP3 
i?i2 JP13 
ebenso findet man: 



a^a^a^ A = A^ 



= Ä(hJi^Q^ + Ä1Ä2Ö2 + ^1*3^3)5 



P2 


Pi 


Pn Pn 


Pi 


Pi 


Pn Pli 



Ä(h^\Q^ + ^2*2^2 + hKQ^)y 



= ^ {h\Qi + WQ2 + \h ^3); 
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mithin wird: 



woraus folgt: 



(277 



Auf ähnliche Weise findet man: 



Q = 



(19) 



(20) 



(2T)I 

Hi{ZarasPrPs)2 

wo H = h^h^h^ ^' und 



Pi = 



101. Wir wollen nun die Formeln für die Cosinus der 
Winkel ableiten, welche die Richtung von p, d. h. die erste 
Hauptnormale, mit den reciproken und directen Parametern 
bildet. 



Vi Ps 


, P2- 


Pi Pi 


, Pz- 


Pi Pi 


Ä2 Pn 




Pi3 Pn 




Pn P12 



Da 



— V' 



so ist 



«mt^i.= jPi,m und i;^ =- + 



dv 
dt 



v 



dv 



m 



und 



um - cos(pa^) -^ am -^ cos (vam) =Pi, 

um - cos {^üm) + l>m ^ = ^jPl,7n J 

hieraus folgt mit Berücksichtigung der Formel (17), wenn 
man v = ]/2T einsetzt: 



cos(pa;n) = 



_ ^ dT 



Hierin ist: 



a.(2r)i[4rr,_(g:)]* 



dT, j dT dT ^J 
^^'- = ä^ ^^^ I? = If = ^ \d^ 






jpV). 



Da aber — = Ö'V, so ist: 



dT ^(dT , . \ / 
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Nach Formel (16) ist aber ^ hl^V =i>i,r', folglich wird 

hieraus ergiebt sich: 

d — 



Nun ist aber a-— == arüm, also ist: 

^ 5F 



folglich: 

9T^ ^r. ^^—OT ^^^ ^~didT_ l ^L^^^^'lW J 

^±Pl,m pm ^^—^J. 21^^^^,^ ^2,^^ dt — ^ dqi,m 

und 

cos (oa^n) = r — ^= ö ^^ ^— = a > 

oder, nach Formel (19): 

cos (oa„j = — \7rFh] ö — ^-^^ . 

Setzt man hierin m = 1,2, 3, so ergeben sich die Cosinus 
der drei Winkel, welche die Richtung des Radius der ersten 
Krümmung mit den Richtungen der reciproken Parameter 
bildet. 

Auf dieselbe Weise kann man Ausdrücke für die Cosinus 
derjenigen Winkel finden, welche die Richtung von q mit den 
directen Parametern h^, h^, \ bildet. Man erhält dafür die 
allgemeine Formel: 

Die Grössen Q^, Q^, Q^ (Gleichung 18) genügen den Be- 
dingungsgleichungen : 

Somoff, Mechanik. I. 15 
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welche ausdrücken, dass diejenige Strecke, deren Projectionen 
auf die Axen a^, a^, a^ gleich 

^A^Q,, '-A^Q,, i^i(?3 (21) 

sind, auf der Geschwindigkeit v und auf der Beschleunigung v^ 
senkrecht steht. Diese Strecke hat, wie aus Formel (19) er- 



v^ 



sichtlich, die Länge — und ist dem Inhalt des über v und v^ als 

Seiten construirten Parallelogramms gleich. Ein Beobachter, der 
in der Richtung der Geschwindigkeit v steht und auf den Mittel- 
punkt der ersten Krümmung hinschaut, hat die Richtung der 
fraglichen Strecke zur rechten Seite. Um sich davon zu über- 
zeugen, braucht man nur die vorstehenden Formeln auf ein 
geradliniges , rechtwinkliges Coordinatensystem anzuwenden. 

102. Wir wollen nun noch die allgemeinen Ausdrücke 
für den Radius r der zweiten Krümmung und für die Cosinus 
der von ihm mit den directen und reciproken Coordinaten- 
Parametern gebildeten Winkel ableiten. 

Bezeichnet man die Projectionen von r auf die reciproken 

Parameter mit — JRi, — I^a — jßg, so hat man, weil r auf v 

et* Cf'o et« 

und v^ senkrecht steht: 

ffii-ßi + an^k + Q'is-ßs = 0; 

i 

nach der Formel (10) §. 28 für die Projection der Beschleunigung 
zweiter Ordnung v^ auf r ergiebt sich ferner: . 



v^ 



9'21-ßl + 9'22^4 + fe^S =^ - • 

Aus diesen drei Gleichungen folgt: 

7? _?^Öi jy _^'e2 jy _«^'Ö3 /99X 



wo 



D = 



= Ölfel + ^2^22+^3fe- 



^1 9.2 Q.Z 
Qu 9'l2 QlB 
Q2I Q22 9.2z 

Die Formel, welche das Quadrat irgend einer Strecke 
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durch ihre Projectionen auf die Coordinatenaxen ausdrückt, 
giebt: 

hieraus folgt mit Beachtung der Formeln (22) und (19): 
imd folglich; 



^ = JjT^ ^f^khi QkQi = ^ {2hhi Q^Q^y 



r = + ^ Zh.hQkQi, (23) 

wo das. Zeichen + zu nehmen ist, wenn D > 0, und — , wenn 
i><0. Im ersteren Falle haben A^, JBg, JR3, wie aus den 
Formeln (22) ersichtlich, dieselben Vorzeichen, wie die Grössen 
(21), im letzteren aber die entgegengesetzten. Daher hat der 
Radius der zweiten Krümmung für D > dieselbe Richtung, 
wie diejenige Strecke, deren Projectionen auf die Coordinaten- 
axen die Grössen (21) sind, im Falle jD < aber hat er die 
entgegengesetzte Richtung. Folglich hat im ersten Falle die 
Ebene der ersten Krümmung eine positive Drehung um die 
Richtung der Geschwindigkeit, im zweiten aber eine negative. 
Aus den Formeln (22) und (23) lassen sich Ausdrücke 
für die Cosinus der von der Richtung von r mit den reci- 
proken Parametern gebildeten Winkel ableiten. Man findet 
nämlich die allgemeine Formel: 

cos (ra^) = H =:£? r (24) 

Da nun 

die Projection von r auf den directen Differentialparameter 
hm ist, so wird 

was mit Hilfe der Formeln (22) und (23) auf den folgenden 
allgemeinen Ausdruck der Cosinus der von der Richtung von 
r mit den directen Parametern gebildeten Winkel führt: 



15* 
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Man sieht leicht, dass: 



und 



Qm = Hia^a^ • P^ + o,mO'<^ • Pj^ + «m^^a • P3) 



AZhkhi . ^ifc§, = HEaj^ai • P;fcP,, 

so dass sich die Formeln (24) und (25) auch in die folgenden 
umformen lassen: 

cos(ra;,,) = + 



SdmCLi ' Pi 



j_ 1 d{2Jakai • PkPi)^ 

am{2il^i . PkPi)i '^ —^^rn ^ ^~ ' 



'dP 



cos (r hm) = + 



m 



am{2akaiPkPi)i 

103, Sind die Coordinaten eines Curvenpunktes als ex- 
plicite Functionen einer einzigen Veränderlichen gegeben, die 
als die Zeit betrachtet werden kann, so bietet die Anwendung 
der obigen Formeln auf specielle Fälle keine Schwierigkeit dar. 

Die Gleichungen der Curve seien von der Form: 

9(^1; Q27 Qs) = 0, t(Mu ^2, Qs) = 0; 
dann kann man mit Hilfe dieser Gleichungen und ihrer Differen- 
tialgleichungen 

^_n ^ — n ^ — o ^_n 
dt ~ ^^ dt^ ^^ dt ~ ^^ dt^ ~ ^ 

die Grössen: q\n, Pm, Qi^m, Pi.mj q^^m, P2,m eliminiren; dadurch 
kommen statt dieser Grössen die partiellen Derivirten erster, 
zweiter und dritter Ordnung der Functionen 9? und ^ nach 
den Coordineten ^1,^2? ^'3 ^^ ^^® Ausdrücke. Diese Elimination 
lässt sich folgendermassen bewirken. 

Setzt man a— == op^, ^ — = ^m? so erhält man wegen 

_? = 0, -TT = die Relationen 
dt ^ dt 

9i^'i + 929''2 + 939''3 = 0, *ig'i + ^20^2 + %az = 
woraus folgt: 



0, 





ai ' a\ 


'Q3 — 


92 93 

*2 *3 


• 


93 9i 

*3 *1 


• 
• 


9x 


92 

*2 


man also 






92 93 

*2 *3 


-&,, 


93 9i 

*3 *1 




= ®2, 


9i 


92 

i>2 
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so ist 

wobei ifc einen beliebigen constanten oder veränderlichen Werth 
haben darf, da man für eine der Uoordinaten eine beliebige 
Function der Zeit wählen kann.*) Indem man nun die Re- 
lationen (a) noch zweimal nach t differentiirt und jedesmal mit 
Hilfe derselben Relationen die Derivirten ([^y q^^ q^ eliminirt, 
gelangt man zu Ausdrücken für (//', (//', q^' , q^" , q.^'\ q^" 
als Functionen der Coordinaten. Hierauf lassen sich die Grössen 
i?m; i^i,mj ö'i.m; i>2,mj ^2,m als Functioncu der Coordinaten au*s- 
drücken, und mit Hilfe dieser Grössen kann man endlich nach 
den Formeln der vorigen Paragraphen alle, auf die Bestimmung 
der ersten und zweiten Krümmung bezüglichen Grössen als 
Functionen der Coordinaten darstellen. Eine passende . Wahl 

des Factors Z; erleichtert häufig die Elimination der Grössen 
/ // /// 

Wir empfehlen die dargelegte Methode auf folgende Special- 
fälle anzuwenden: 

1) auf den Schnitt zweier Flächen zweiter Ordnung, deren 
Gleichungen in geradlinigen Coordinaten Xy y, z sind: 

2) auf den Schnitt zweier Cylinder zweiter Ordnung: 

9'i' + 9'2'=^; 2i^ + ^3' = W; 

wo q^y ^2» Q's ^i® Abstände der Curvenpunkte von drei ge- 
gebenen, sich in einem Punkte schneidenden Ebenen sind; 

3) auf den Durchschnitt eines EUipsoids mit einer ihm 
concentrischen Kugel, wobei sich elliptische Coordinaten an- 
wenden lassen. 

104. Mit Hilfe der Formeln des §. 98 lassen sich all- 
gemeine Ausdrücke für die Projectionen der Sehne, die den 
von dem Punkte in irgend einer Zeit durchlaufenen Weg unter- 



*) Man wähle für Iz einen beliebigen Werth und eliminire aus den 
Gleichungen g'i = A;6>i , <p = 0, ij) = die beiden Coordinaten q^ und q^ ; 
dadurch erhält man eine Gleichung von der Form qi=f{qi), welche 
diejenige Function der Zeit bestimmt, die man für qi wählen muss, 
damit k den angenommenen Werth habe. 



i 
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spannt, auf die directen und reciproken Parameter aufstellen. 
Bedeutet w die Sehne des vom Punkte in der auf t folgenden 
Zeit r durchlaufenen Weges, so hat man nach der Formel 
des §.30: 

W cos (warn) = 
1 r T* T^ T«+l -] 

— [PmT +i>l,m 2 + i>2,m ^T^ + < " +i>n,m i . 2 . . . (n + T) + ' ' ' J 

ec; cos(w;A^) = 
1 r / , ^ _L. ^^ _i _i T^+i -1 

WO pm, i>i,m..., Q'i,m; 0^2,^... nach dcu Formeln des §. 98 zu 
berechnen sind. Durch die Projectionen der Sehne w auf die 
directen und reciproken Parameter bestimmt sich aber die 
Lage des beweglichen Punktes zur Zeit t -{- 1. Wir empfehlen 
diese Formeln auf Polarcoordinaten anzuwenden. 

106. Wir wollen nun die Formeln des §. 98 für ein 
rechtwinkliges Coordinatensystem entwickeln, und die wichtig- 
sten, sich aus ihnen ergebenden Folgerungen untersuchen. 
Die Bedingung der Orthogonalität der Coordinaten q^, q^j q^ 

ist dadurch ausgedrückt, dass arüg = 0^ wenn r nicht gleich s 
ist, und dass a^ = t- . Man liat in diesem Falle (s. §. 85) 

irsr) = arB,ar = - /-s g— 
{rrr) = arDra^ ^3 ^ ~ 

(rrm) = ümDrar = ^ ^ 

(rsni) = amBsür = 0; 
dadurch erhält man aus Formel (7); 



m 



1 rr 1 dJhn f 2 _\ _J_ ^^^ ' 2 _| ^ ^'*« '2 

was auch in folgender Form geschrieben werden kann: 
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Dies lässt sich direct aus Formel (11) ableiten, indem 
man darin setzt: 

Pm = j^{,^m und T= i(^,^7 + ^1,^7 + 1, <^7) . 

Aus Formel (26) folgt: 



d 



\hni ^ ^/ I ^ .?^ /lüY , Am aÄ;^ (qs V 
di ' Ar Cqm \hr J ' Ä« ^^'m \hs J 



hr dh 
hm dq 



m 
r 



fijL] O^jA _!h_dJhn_ [qA {qm\ . .«on 

\hrj \hrnj hn dqs \hs J \hm J ' ^^^^ 

hierin ist r— qm die Projection der Geschwindigkeit v und 

hnPi,m die Projection der Beschleunigung v^ auf den Parameter 

A;«; femer ist -^ ^-^ (s. §. 95) die Hauptkrümmung c,n,r der 

Fläche (^w); welche Krümmung zu dem Schnitt dieser Fläche 
mit der Ebene der Parameter h^ und lir gehört. Setzt man 

daher j— g^ = u,n, so erhält man nach Formel (28) allgemein; 



hm 

(It 



/ j \ ClUiit I L* I 2 



mithin wird: 

Vj^ cos (vihj) = -^ + Ci2t(2^ + CiaWg^ — Cgj^Wi — c^iU^ti^ , 

Vi C0s(t?iÄ2) = ^ + C23V + ^21**1^ — C32%«2 — ^12^1 ^2? (29) 
Vi cos (VjÄy) = -^ + C^iWi^ _j_ C32 V — ^13««1«*3 — ^23^2^3- 

Diese Ausdrücke für die Projectionen der Beschleunigung 
erster Ordnung auf die Axen eines orthogonalen Coordinaten- 
systems hat Giraudet (Theses de mecanique) gefunden; hierauf 
erschienen sie in dem Werke von Lame: „Le§ons sur les co- 
ordonnees curvilignes". 

Angenommen, der Punkt m bewege sich gleichförmig mit 
der Geschwindigkeit v=l auf der Coordinatenfläche (^g); es 
bezeichne 9? den Winkel, welchen die Richtung der Geschwindig- 
keit mit dem Parameter \ bildet und q den ersten Krümmungs- 
radius der Bahn; dann ist: 
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spannt, auf die directen und reciproken Parameter aufstellen. 
Bedeutet w die Sehne des vom Punkte in der auf t folgenden 
Zeit r durchlaufenen Weges, so hat man nach der Formel 
des §.30: 

W cos {Wüm) = 

1 r~ T f T'M'^X ~i 

— \Pmr + Pl^m 2 + i^2,m 27^ +<. . ^^ Pn,m i . 2 . . . (n + 1) + ' ' ' J 

1 r / , ^* _l ^^ _I_ _l_ Tn+l 

Ä^rL^''*^'^'^'»'" "2"^^^' "»2.3 "T"-'*'^^'»'"» 1.2... (w+1) "•"••• 

WO ^mj i?i,m...; Q'i,m; 22,^... nach den Formeln des §. 98 zu 
berechnen sind. Durch die Projectionen der Sehne w auf die 
directen und reciproken Parameter bestimmt sich aber die 
Lage des beweglichen Punktes zur Zeit t -{- 1. Wir empfehlen 
diese Formeln auf Polarcoordinaten anzuwenden. 

106. Wir wollen nun die Formeln des §. 98 für ein 
rechtwinkliges Coordinatensystem entwickeln, und die wichtig- 
sten, sich aus ihnen ergebenden Folgerungen untersuchen. 
Die Bedingung der Orthogonalität der Coordinaten q^^ ^g, q^ 

ist dadurch ausgedrückt, dass «r«« = 0^ wenn r nicht gleich 5 
ist, und dass <^r = jr- Man liat in diesem Falle (s. §. 85) 

(rsr) = arl),ar = - ^71 g^ 
(rrr) = a^Drar = - ^, ^- 

(rrm) = amDrar = ^ ^ 

(rsm) = amDsUr = 0; 
dadurch erhält man aus Formel (7): 

1 rf 1 dhm f 2 _| _}_ ^^ ' 2 _l_ ^ ^^« '2 

^_ 2 dhm f / __ 2 ^Äm / / /9A^ 

was auch in folgender Form geschrieben werden kann: 



!2 ,/ 2 

2 



+ ^ a^ ^'^3 . (27) 
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Dies lässt sich direct aus Formel (11) ableiten, indem 
inan darin setzt: 

Pm = ^-^. ^m und T= ^(^,3^,2 + i,27 + i, gV) . 

Aus Formel (26) folgt: 

IlmPl^m — ^^ -t- j,^ ^^^^^ \f^J -t- j,^ a^^^^ \^;,^; 

hm dar \hrj \hnj hn dqs \hs J \fhn J ' ^^^ 

Hierin ist =— qm die Projection der Geschwindigkeit v und 

^^mPiytti die Projection der Beschleunigung v^ auf den Parameter 

/^,;j; femer ist -^ ^— ^ (s. §. 95) die Hauptkrümmung c„i^r der 

E'läche (qm), welche Krümmung zu dem Schnitt dieser Fläche 
ruit der Ebene der Parameter h,n und hr gehört. Setzt man 

cäaher t— q'm == %n, so erhält man nach Formel (28) allgemein; 

ihn 

-» / 7 \ ClUnt [ - _J 2 

"^Jj cos (^t^j^ /^//i J = T . ~f~ Cmr'^^ r" "| (^ms^^s ^r^/t^^r'^^w ^sm^Ä'^^m» 

:mithin wird: 

-^1 cos (l^i^i) = -^ + CiaV + ^13 V — C2l^2^h — ^31%«*! » 
-^1 cos (V\k^) = -^ + ^23%^ + a^iUj^ — ^321*3^2 " ^12%%; (29) 

^1 cos (t;i7i3) = -^ + Cait^i^ + C32«*2^ — c^s^itis ~ ^23^2%- 

Diese Ausdrücke für die Projectionen der Beschleunigung 
erster Ordnung auf die Axen eines orthogonalen Coordinaten- 
sjstems hat Giraudet (Theses de mecanique) gefunden; hierauf 
erschienen sie in dem Werke von Lame: „Le§ons sur les co- 
ordonnees curvilignes". 

Angenommen, der Punkt m bewege sich gleichförmig mit 
der Geschwindigkeit v=l auf der Coordinatenfläche (^g); es 
bezeichne 9? den Winkel, welchen die Richtung der Geschwindig- 
keit mit dem Parameter \ bildet und q den ersten Krümmungs- 
radius der Bahn; dann ist: 
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Ui = cos(py u^ = sm(p, Hg = 0, ^-^ = 0, -^ = 0,... 

und t?! == — ; die Richtung von v^ ßiUt überdies mit der von 
Q zusammen. Hiermit gehen die Formeln (29) über in: 

^ cos (qJii) = — sin 9? {-£ — c^^ sin9? + c^i cos^j ; 

- cos {q\) = cos (p i^-^ — Ci2 sin 9? + c^i cos^j , (30) 

— cos (()/%) = Cgi cos^g? + C32 sin^9?. 

Die letzte Formel zeigt, dass die Grösse — cos (ßh^) nicht 

von dem Winkel (^h^) abhängt und daher gleich der Krüm- 
mung des Durchschnittes der Fläche (^3) mit der durch die 
Richtung der Geschwindigkeit gehenden Normalebene ist. 

Bezeichnet man diese mit -\ — 7, so ist: — = — cos(pp') oder 

Q = q' cos (pp'), was den Meunier'schen Satz (§. 88) aus- 
spricht. Zugleich hat man die Euler'sche Formel: 

-r = C31 cos V + C32 sin^^j, 

aus der man auch sieht, dass die 'Ebenen \h^ und Äg^^ ^^^ 
Hauptnormalschnitte der Fläche (gg) sind; hierdurch aber be- 
stätigt sich' der Satz von Dupin (S. 214). 

106. Wenn die Bahn eine geodätische Linie auf der 
Fläche (^3) ist, so ist der Krümmungsradius q in jedem Punkte 
der Bahn normal zu der Fläche; es ist also cos (q\) = 0, 
cos(()A2) = 0, und nach den Formeln (30) erhält man: 

^ — C12 sin 9? -f C21 cos 9 = 0. (31) 

Diese Gleichung ist ein Specialfall der Gleichung, die 
Gauss zur Bestimmung der geodätischen Linie auf einer ge- 
gebenen Fläche aufstellt (Disquisitiones generales circa super- 
ficies curvas, art. XVH). 

Hier ist: 

h^ hl dlogh^^ Äg d log h^ ^ 

ds cos 9> = fr äq^j ds sing) = j- dq^ j cot 9 = ^ -^ ; 
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dadurch reducirt sich die Gleichung (31) auf die folgende: 

2 sin q) cos <pdq) = ^^ '^ sin^g? dq^ ^~ cos^q)dq2, (32) 

welche in einigen speciellen Fällen leicht zu integriren ist. 

Wir wollen diese Gleichung auf die geodätische Linie 
auf einer der drei confocalen Flächen zweiter Ordnung (Aj, 
(Ag), (Ag) anwenden, welche die Coordinatenflächen in einem 
elliptischen Coordinatensystem sind. Setzt man Q'i = A^, 0^2 = ^2^ 
(2^3 = A3, so folgt nach den Formeln (12) §. 57: 

X 2 ^ A («1 + ^1) («2 + ^1) ( «8 + ^1) 
7, 2 _ 1 («1 + ^2) ( «2 + ^2) («8 + ^2) . 

hieraus ergieht sich: 

aiogV ^ L_ ^M V ^ l_ 

und somit giebt die Qleichung (32): 

2 sing? cos q) dg) = -. ^ sin^9?rfAi — — cos^^rfAg, 

oder 

2 sin (p cos (p (Ai — A2) d(p + sin^g? dk^ + cos^9? dAg = 0, 

d. h. 

d{k^ sin^g? + K cos^g?) = 0. 

Durch Integration findet man: 

Aj sin^9? + A2 cos ^9? = C, (33) 

wo (7 eine Constante ist. Diese bemerkenswerthe Gleichung 
hat Liouville gefunden.*) Verbunden mit der Gleichung 

sin^9? -|- cos^g? = 1 
giebt dieselbe: 

sing.= [/^— -^, cos<p=y^-^^., 
ausserdem hat man: 

äs cos 9 == y-^ , ds sin g? = -^ . 



*) Journal de MathämatiqueB pures et appliqu^es, par J. Liouville. 
T. IX, p. 401. 
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Aus diesen vier Formeln folgen die Gleichungen: 

a, - l,)}i dl. 



= 0, 



[(«, + ^) («» + h) (.(h+h) (i. - G)]i 

[- (a, + 1,) (Oj + 1,) (o, + 1,) (C - l,)]i 

^._ [(X,-Xs)(X. -C)]id^. 

2[(a + l,) (aj + Z.) («B + M]^ 
, [(l,-l,)(C-X,)]idl, 

2 [- (ai 4- i^) («2 + 1.) («3 + h)]^- ' 

die erstere giebt die Gleichung der geodätischen Linie auf 
dem zweimanteligen Hyperboloide (A3), und zwar: 

/' {l,-h)idX, 
[(», + ^i) K + ii) («3 + K) ih - C)] 

_ / (X; ~l^)idl^ = Const- 

J [- («1 + K) («. + h) («3 + h) (0 - i,)]i ■ ' 

die andere Gleichung giebt die Länge dieser Linie: 

— C)]\dlj_ 



_ 1 f [(^1 - ^3) (^1 - C)] 

J [(«1 + ^1) K + h) («3 



/p 



_^t M [{h-h) {G-X,)-]\dX, 



i.<h + ^2) («2 + ^2) («3 + ^^2)]"^ ' 



Durch Vertauschung der Buchstaben A^, Ag, A3 kann man 
hieraus die Formeln erhalten, die für die geodätische Linie 
auf dem EUipsoid (A^) und auf dem einmanteligen Hyperboloid 
(Ag) gelten. Die hier vorkommenden Quadraturen führen auf 
Abersche Functionen.*) In dem speciellen Falle, wenn die 
geodätischen Linien von einem Kreispunkte ausgehen (s. §. 92), 
hat man X^ = X^ = — a^; dann giebt Gleichung (33) C= — a^, 
imd die obigen Formeln gehen über in; 

*) Das Integral der Differentialgleichung der geodätischen Linie auf 
dem Ellipsoide hat Jacobi gefanden. Crelle's Journal, B. 19, p. 309. 

Eine ausführliche Untersuchung der geodätischen Linie auf dem 
Ellipsoide mit drei ungleichen Axen findet sich in der Abhandlung von 
Weierstrass: „Ueber die geodätischen Linien auf dem dreiaxigen 
EUipsoid", Monatsberichte der Berliner Akademie 1861. 
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{X,--X,)\dX, 



— «1 
— Ol 

/ (^2 —X^ )^dX^ ^^ ^ 






,)iA 

Die hier vorkommendeu Quadraturen lassen sich durch 
elliptische Integrale ausdrücljen. 

107. Aus der Liouville'schen Gleichung ergiebt sich 
folgender bemerkenswerthe Satz von Joachimsthal: 

Das Produd aus dem der Tangente in irgend einem Funkte 
der geodätischen Linie parallelen Halbmesser in das Perpendilcel, 
das auf die die Fläche in demselben Punkte berührende Ebene 
gefällt werden kann, ist constant*) 

Im §. 57 haben wir gesehen, dass die Halbaxen der 
Schnittcurve der Fläche (Ag) mit der der Tangentenebene jener 
Fläche im Punkte (A^, Ag, A3) parallelen Ebene den Differential- 
parametern \, 7*2 parallel und den Differenzen A^ — A3, A2 — A3 
gleich sind; bezeichnet man also mit r denjenigen Halbmesser 
dieses Schnittes, welcher mit der dem Parameter h^ parallelen 
Halbaxe den Winkel 9? bildet, so findet man: 

1 C08*<p _, sin^q) Xi sin^q> -{-X2 cos^cp — X^ 

Nimmt man nun an, dass r der Taügente an die geo- 
dätische Linie im Punkte (Aj, A2, A3) parallel ist, so gilt die 
Gleichung (33); es ist also: 

1 0-.X3 ^^^ !__ (C-^X,)i 



Die vom Centrum auf die Tangentenebene von (A3) ge- 
fällte Senkrechte (s. §. 57) ist: 



*) Crelle's Journal B. 26. 
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also wird: 

r/s — R"i + *s) («2 + ^sH^-Ma)! i 

rd, - L ^-^-— ^ J . 

Diese Grösse hat constanten Werth, d. h. sie ist eine 
und dieselbe für alle Punkte der geodätischen Linie. Man 
kann den Joachimstharschen Satz auch direct beweisen und 
dann aus ihm die Gleichung der geodätischen Linie ableiten.*) 

108. Für eine nichtgeodätische Curve gilt die Gleichung 
(31) nicht. Wenn man durch den Punkt (g^, ^g; Qs) ^^ ^^^ 

die tangirende geodätische Linie zieht und mit -~- den Werth 

CL S 

von -^ für die letztere Curve bezeichnet, so ist 

ds ' 

dw — d, 0) dtp . , 

\s = "57 — ^12 siii9^ + ^21 cosg? 

die geodätische Krümmung der ersteren Curve (s. §. 41). Be- 
zeichnet man diese Krümmung mit 6r, so kann man die beiden 
ersten der Formeln (30) in der Form darstellen: 

— cos (qIi^) = — (r sin 9, — cos (qIi^) = G cos 9?, (34) 

was mit der früher bewiesenen Eigenschaft der geodätischen 
Krümmung übereinstimmt (s. §. 41). 

109. Betrachten wir noch die Projectionen der Beschleu- 
nigung zweiter Ordnung auf die Differentialparameter \y h^, 
Jiq eines orthogonalen Coordinatensystems. Die Ausdrücke für 
diese Projectionen ergeben sich entweder aus den Formeln (6) 
oder aus der Formel (12). 

Die Gleichung (12) giebt 

_^_ ar, 

■^21 —dt ^ dq\ ' 
wo 

Da aber 

ä^ = /^i i>ii ä^ + ^2 JP12 ^ + ih A3 äT; 

*) Salmon: Treatise on the Analytic Geometry of three dimensions. 
3. editiou. p. 354. 
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und 

dpyi 2_ dh, , 'L^h ' ?_ ^S ' 

?_ ^» 

ist, so wird: 

•P^l — d« +^ /^l -^^1 t/^ * V^*2 Pl2 ^^'^ -r '^3 i>13 a^'^ / • 

Setzt man nun 

hPn = '^lu KPi2 = «^12; hPis = ^13^ 
so folgt: 

fhP2i —dt 2 V12 ^2'^ -r ^13 ^^'J 

Dies drückt die Projeetion der Beschleunigung ^weiter 
Ordnung v^ auf den Parameter \ aus. Ebenso erhält man 
die Projectionen von v^ auf die beiden anderen Parameter. 
Setzt man also 

V^ cos {V^h^ = %, V^ cos {V^ll^ = «;22, ^2 cos («;2Ä3) = 1723, 

so hat man: 

^21 ~ d* 4 ag'i ' 

^22 — -^- 4 a^'a ' ^'^^>' 

., _ ^ _ ^ ^(^11 * + ^12'') 
^23— dt 4 a^'a ' 

WO sich v^^, %, i;i3 nach den Formeln (29) ausdrücken lassen. 
Für die partiellen Derivirten dieser Ausdrücke nach g\, q^, 
g'3 ergeben sich nach (26) die folgenden Formeln: 

dv^^ 2h^ chi , , 2 7^1 dh^ r 2 / v 

a^'a ~~ ~" V ^Ir^ ^^ "^ V Hx^'^ ~ h ^^^^^^ ~ ^^i'^iJy 

dv^^ 2^1 d\ f _, 2^1 d\ , 2 , N 

a^ia 2/^2 ^7^2 / i_ 2^2 d\ , 2 , V 

dv^z 27^2 a/ig , ^_^ 2^2 dh^ , 2 , s ^ ^ 

at?^8 2/^3 a/ig , _l 2 7lg a^l , 2 / V 

dYi ~ ~ h' Wi^'' ^ Th^ ^3^^ ~ K ^^^^^^ "" ^^^^^^' 
^ Vh^Jh.r/ .L?^^^' —irr «* — c «*v 
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110. Nehmen wir, wie in §. 108, wieder an, der Punkt m 
bewege sich gleichförmig mit der Geschwindigkeit v = 1 auf 
der Fläche (^g); dann ist: 

t/j^ = cos 9?, Wg = s^ ^y ^3 = 0? 
und die Formeln (36) geben: 



^; = ;,- ^31 COS 9, 



7,^ (Ci2 sin 9? — 
,- (^1 cos 9 — 



^21 cos 9?), g^;"" 
- c,Q sm op) , TT^ = 

1?; = ^ ^32 sin 95 



--Cgicosg?; 
— ^^32. sing?-, 



mit Beachtung der Formeln (30) und (34) ergiebt sich dann 
aus (35): 



dG 



% ^-^ — -T sin 9? — G^ cos 9? — ccg^ cos 9?, 



rfs 



v. 



22 



ds 
de 



cos 9? — G^ sin 9? — CC32 sin 9?, 



^23 = äs + ^ (^31 ~ ^32) sin 9? cos 9?, 
wo c = — cos (q A3) die Krümmung des Normalschnitts der 

ST 

Fläche (gg) in der Ebene ist, die mit der Ebene (Jiih^) den 
Winkel 9? bildet. Aus diesen Ausdrücken für die Projectionen 
der Beschleunigung zweiter Ordnung auf die Coordinatenaxen 
ergiebt sich ein bemerkenswerther Ausdruck für die zweite 
Krümmung. 

Die Formeln (23) des §. 102 und (20) §. 101 liefern für 
die zweite Krümmung den Ausdruck: 

Ui U2 W3 

- = 4- -^— A^D = + ^' 



^11 ^12 ^13 • 



^21 ^22 ^23 



der im vorliegenden Falle übergeht in: 



= ±e' 



Es ist aber: 



dG . ^ de . 1 / N . I 

rs'^^dTs'^ i^ (^31 — C32) sin9? cos9?J . 



dG ry de 9 

C-. G ^ = c^ 

ds ds 



(3) 



d - 



ds 
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und wenn man mit ^ den Winkel bezeichnet, den der erste 
Krümmungsradius q mit der Ebene (AjÄe) bildet, so ist: 

— = cot tb, c = -\ sin t^ : 

C ^ — q ' 

somit findet man endlich folgenden bemerkenswerthen Aus- 
druck für die zweite Krümmung: 

7 = + [-^ + (^31 — ^32) sin 9? C0S9J .• 

Für die geodätische Linie ist der Winkel ^ immer gleich 

%- , also -T == und 
2 ' ds 

- = + (C31 — C32) sin 9? cos ff. 

Man hat überhaupt für jede Curve, bei der die Ebene 
der ersten Krümmung in allen Punkten mit der Fläche (^3) 

einen constanten Winkel bildet, die Relation 3^ = 0. Für die 

' ds 

Krümmungslinien der Fläche (^3) muss sing) = oder cos 9 = 
gesetzt werden; dann ist: 



r — ds r --L- ^ ? 



d. h. det^ Torsionswinkel einer Krümmungslinie ist gleich dem 
Differential des WinTcels, den die Ebene der ersten Krümmung 
mit der Fläche bildet, auf welcher die Krümmungslinie liegt. 
Dieser Satz rührt von Laueret her.*) 



XII. Oapitel. 

Allgemeine Ausdrücke für die Projectionen des Differentialparameters 
erster Ordnung uud seiner geometrischen Derivirten auf die Coordinaten- 
parameter. — Allgemeine Ausdrücke für die Derivirten von Punkt- 
functionen nach der Zeit und für die Incremente von Punktfunctionen. 

111. Ist 9? eine Function des Punktes m, der sich mit 
der Geschwindigkeit und den Beschleunigungen v, v^, V2j... 

*) Mämoires de Tlnstitut, Recueil des Savants ^trangers 1806: 
Memoire sur les courbes ä double courbure. 
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bewegt, so wird der Djfferentialparameter erster Ordnung P 
dieser Function eine geometrische Function der Zeit t sein 
und er hat daher im allgemeinen geometrische Derivirte ver- 
schiedener Ordnungen P^ , Pg , . . . , die von der Bewegung des 
Punktes m abhängig sind. Wir wollen nun untersuchen, wie 
sich die Grösse und die Richtung des Parameters P selbst, 
sowie seiner Derivirten Pj, P2,... bestimmen lassen, wenn q) 
als eine bekannte Function (p{qij g'2; ^'3) der Coordinaten des 
Punktes m gegeben ist. 

Wie in §. 52 gezeigt wurde, sind die Componenten des 
Parameters P nach den directen Parametern \j \, \i 

oder \(piy \fP2y \^^) wenn zur Abkürzung^ = (pr gesetz." 

wird. Bildet man also aus diesen Grössen die quadratisch- 
Function 

& ^= ^2JhrJhq)rq)s, (- 



so findet man P= ]/20 als Werth des Parameters. Fem< 
hat man nach den Formeln des §. 66 die Gleichungen 

a^ P cos (Pa^) = 9?i , «2 ^ ^^^ (-^^2) = 9^2 ? % ^ ^^^ (Pa^) = q)g (2^S) 
zur Bestimmung der Projectionen von P auf die reciproke ^22 
Coordinatenparameter a^, a2, «3 oder auf die Coordinatenaxei 

Setzt man 

OCpr s 

SO erhält man als Componenten des Parameters P nach diese 
Axen die Ausdrücke a^^i, ti2?/^2; %^3 7 ^^s welchen sich di 
zu (1) conjugirte Form 

zusammensetzen lässt^ 

Endlich hat man die Formeln " 

\ Pcos{P\) = ^1, ^2 Pcos(PÄ2) = ^2? ^3 P (^os (Ph^) == ^3 ( 

zur Bestimmung der Projectionen von P auf die directen Pa- 
rameter \j ^2, A3. 

In analoger Weise kann man mit \(pn,if \^>n,2) h^ffn,^ 
die Componenten der geometrischen Derivirten P„ nach den- 
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directen Parametern \, h^, A3, mit «j^«,!, a2^n,2, «sV'n.s die 
Componenten von P» nach den reciproken Parametern a^, a^j 
«3 bezeichnen; setzt man dann ^P„* = 0„, so ist: 






IM? 



«1 P„ COS (P«ai) = 9?n,l, «2 Pn COS (Pnö^) = ^n,2, 

a^ Pn COS (P2Ör3) = 9„,3; 

Äj P„ COS (PnAi) == ^n,l, ^2 ^n COS (PnAg) = ^»,2, 

Äg Pn COS (P«Ä3) = ^«,3. 

Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich Grösse und Richtung 
von Pn bestimmen, wenn die Grössen 9?«,!; 9*1,27 9'n,3 bekannt sind. 

Zur successiven Berechnung der Grössen (pi^m, 92,»», 9^3, m;* •• 
lassen sich ähnliche Formeln aufstellen, wie die in §. 98 zur 
successiven Berechnung der Grössen jpi,m; i'2,m,... abgeleiteten 
Formeln. 

Zunächst hat man nach der Formel für die Differentiation 
eines geometrischen Productes: 






d. h. 



wo 



und 



9?i,»* = 9?'m — FD tum, 



FDtam = V'i • ciiDta„, -f- ^2 * ^2^tCi,n + ^^3 ' (^s^tüm : 

Der letztere Ausdruck nimmt nach Formel (5) §. 83 die 
Gestalt an: 

^i 2: (im 1) g',- + ^2 i:(ini2) q'i + ^3 Z!{im3) q'i ; 
» » » 

setzt man also 

so ergiebt sich 9?!,^ als lineare Function der Derivirteu der 
Coordinaten nach der Zeit, nämlich: 

(Pl,m = il,mQi + h,mq2 + ^S,mQ3 = I^\mQi' 
Somoff, Mechanik I. IG 
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Hieraus folgt: 
9?i,i = Z \ 1 qi , 9?i,2 = ^ \ 2 qi , 9^1,3 = ^ \ 3 q'i . (5) 

Hierbei ist zu bemerken, dass \rn = im.i't <lenn 

dq>m d^fp dtpi -. .. V / • \ 

-rr— = ö — ö — = ö^ i^nd (zwr) = (mir). 
Allgemein hat man: 



9'n+l,m = 9?'n,m — PnDtO^m = (p'n,m Utn^r^rDtChn] (6) 



da nun q)n,m = ^ctrCf'mtn^r, SO ist: 



9?'«,«, = 2;ara;n t'n,r + '2:^n,r {arDtüm + amDtdr)] 
• r r 

dadurch geht die Formel (6) über in 



r f 

oder 

Die Formel (7) liefert: 

also ist auch 

arUtUm = ö— — , 

und folglich lässt sich die Formel (6) auch schreiben: 

oder 

()P„+,,^ = <)P„,^-^^^--^. (9) 

Nach Formel (7) oder (9) kann man die Grössen 9?2,m, 
9^3, w»,"' nach einander berechnen. 

11 2, Mit Hilfe der Geschwindigkeit v, der Beschleunigungen 
^i; ^2? •"? ^^s Parameters P und seiner geometrischen De- 
rivirten Pj, P2,-" lässt sich ein allgemeiner Ausdruck für 
die Derivirte einer beliebigen Punktfunction 9? nach der Zeit 
aufstellen. 

Auf Grund des Satzes in §.51 ist die derivirte Function 
von <p nach irgend einer Verschiebung ds gleich der Projection 
des Parameters P auf die Richtung von ds] also ist: 



— 243 — 

d(p ^^ P cos (Pds) ds. 

Ist nun 5 der Weg, den der Punkt zur Zeit t bei einer, 
durch die Geschwindigkeit v und die Beschleunigungen v^, 
v^,-" bestimmten Bewegung zurückgelegt hat, so ist ds = vdt und 

dq) = P cos {Pv) vdt] 
also hat man -~ = Pv] hieraus folgt 

land allgemein 

-J^ = -P^n-l + (W — 1) P^V„^2 + ^ P2Vr^ + 

H + Pn^iV. (10) 

Das dem Zeitincremente t entsprechende Increment der 
IFunction q) lässt sich nach der Taylor'schen Formel durch 
die Reihe 

ylm = ^ T -i-^ -4-- -1- ^ ^**+^ L 

"^^ d* ^"^ d<2 • 2 1 T ^^n 1.2.3...(n+l) "1 

s-usdrücken, wobei die Coefficienten der Potenzen von r nach 

IFormel (10) zu bestimmen sind. 

Ist q) eine gegebene Function der Coordinaten q^, q^y q^j 

•j 

so findet man durch unmittelbare Differentiation -r^ aus- 

gedrückt durch die partiellen Derivirten von 9? nach den Co- 
ordinaten und durch die Derivirten der Coordinaten nach der 
Zeit. Zuweilen ist es jedoch nöthig, jedes Glied des Ausdrucks 
(10) einzeln zu bestimmen; dies lässt sich mit Hilfe der 
Tormein des vorhergehenden Paragraphen und der Formeln 
zur Bestimmung der Geschwindigkeit und der Beschleuni- 
gungen verschiedener Ordnungen ^XL Capitel) immer erreichen. 
11 3, Wenn sich der Punkt m auf der Niveaufläche (9?) 
bewegt, so hat man für jede Zeit r die Belation ^9? = 0; 
dies erfordert aber, dass 

dt ^^ dt^ 7 dtn ^ 

Diese Gleichungen bestimmen die Geschwindigkeit und die 
Beschleunigungen der Bewegung des Punktes. Die erste ist 

identisch mit Pv = und zeigt, dass die Geschwindigkeit v 

16* 
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auf dem Differentialparameter P senkrecht stehen muss. Die 
zweite giebt: 



Pv, + P^v = 0. (11) 

Da nun die Beschleunigung erster Ordnung v^ die geo- 
metrische Summe der Tangentialbeschleunigung ^ und der in 
die Richtung des Radius q der ersten Krümmung fallenden 
Beschleunigung — ist, so hat man: 



Pv, = P cos (Pv) ~ + P cos (Pq) ^. 
Hierin verschwindet das erste Glied rechts, weil v auf P 



v« 



senkrecht steht; also ist Pv^ = Pcos{Pq) • — , und die Gleichung 

V 

(11) geht über in die folgende: 

Pco8(Pp).^' + Pri; = 0, (12) 

welche die Beziehung ausdrückt, die zwischen der Geschwindig- 

* 

keit und dem Radius q der ersten Krümmung besteht. Aus 
dieser Gleichung lässt sich ein allgemeiner Ausdruck für die 
erste Bjrümmung einer beliebigen, auf der Niveaufläche (9?) 
gelegenen Curve ableiten. 

Man beachte zunächst, dass das Glied P^v nur von der 
Grösse und Richtung der Geschwindigkeit v abhängt, da die 
Componenten von P^ nach den Parametern A^, Äg? ^3; ^' '^• 
die Grössen Äi9?i,i, ^h^h^} ^391,3 die höheren Derivirten der 
Coordinaten nach der Zeit nicht enthalten (wie aus den Formeln 

(5) hervorgeht); folglich hat P^v denselben Werth für zwei 
Curven auf der Fläche (9), die eine gemeinsame Tangente in 
dem Punkte M haben, durc^ welchen der Punkt m bei seiner 
Bewegung auf einer jener Curven zur Zeit t mit der Ge- 
schwindigkeit V hindurchgeht. Nimmt man nun an, dass eine 
jener Curven der Schnitt der Fläche (9?) mit der durch die 
Richtung von v gehenden Normalebene sei, und bedeutet c 
ihre erste Krümmung, die mit -f- oder — zu nehmen ist, je 
nachdem die Curve concav oder convex nach dem Parameter 
P ist, so hat man nach Gleichung (12): 

Pcv^ + ^ = 0. (13) 
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Subtrahirt man dies von jGleichung (12), die sich auf die 
zweite Curve beziehen möge, so findet man 

■ P cos (Pq) - — Pcv' = 0," 

woraus folgt: 

c = — cos (Pq) oder c = — cos (c^), 

indem man c durch eine auf P abgetragene Strecke darstellt. 
Diese Formel drückt den Meunier sehen Satz aus, der in §. 88 
für eine der Coordinatenflächen bewiesen wurde. 



Das geometrische Product P^v geht in die Summe 



über, welche mit Zuziehung der Formeln (5) sich durch die 
quadratische Function 

der Derivirten erster Ordnung der Coordinaten nach der Zeit 
ausdrücken lässt. Nach Formel (13) erhält man dann zur 
Bestimmung der Krümmung des Normalschnitts der gegebenen 
Fläche die allgemeine Formel: 

In der Abhandlung: Directe Methode zur Bestimmung der 
JDifferentialparameter erster und zweiter Ordnung und der Krüm- 
mung einer Fläche in beliebigen orthogonalen oder schiefwinkligen 
Coordinaten*) hat der Verfasser gezeigt, wie man, gestützt 
auf diese Formel, allgemeine Ausdrücke für die Hauptkrüm- 
mungen, die sphärische Krümmung und das Krümmungsmass 
einer Fläche finden und wie man die Differentialgleichungen der 
Krümmungslinien ableiten kann. In dem einfachsten speciellen 
Falle, wenn (p eine Function von drei geradlinigen, recht- 
winkligen Coordinaten Xy y, z ist, hat man: 

Pcos(Pa;) = IJ, Pcos (Py) = |j , Pcos (P^) = |f ; 



*) Beilage zum 8. Bande der Memoiren der kaiserlichen Akademie 
der Wissenschaften Nr. 4 (russ.); auch in franz. Spr.: Mdm. de TAc. de 
St. Petersb. 1865, VII*»® sdrie, T. VIII.. Nr. 16. 



und 






wo 
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PiC08(P,a;) = g^,a;4-ä^g^y +F^^' 
P, co8(P,y) = 3^aj+gpy +ä^g7^, 

P, cos (P, ,) _ j-^ « + J-J-- , + j-, , ; 

K-i)'+(lj)'+(lf)T <'•■+»••+"> 

/ <ix' , dy , dz 

^ ~di> y ~~di' ^ ~ dt' 

114, Eine Punktfunction kann zu gleicher Zeit auch 
Function der Zeit sein; so kann sich z. B. die Temperatur 
eines sich erwärmenden oder sich abkühlenden Körpers in 
einem gegebenen Zeitpunkt beim üebergange von einem Punkte 
des Körpers zu einem anderen, aber auch in einem gegebenen 
Punkte mit der Aenderung der Zeit ändern. Dasselbe gilt 
von der Dichtigkeit einer nichthomogenen, in Bewegung be- 
griffenen Flüssigkeit. Derartige Functionen haben die Form 

wo die Coordinaten g^, gg; & ^^^ betreffenden Punktes und 
die Zeit t als unabhängige Variable betrachtet werden können. 
Nimmt man t als constant an, so hat man im Punkte 
m (^1, q^y 23) eine Niveaufläche (9?) und einen Differential- 
parameter P. Bei der Aenderung ^von t ändert sich die Niveau- 
fläche in dem gegebenen Punkte (g^, ^g; &); infolge dessen 
ändert sich auch der Parameter P sowohl nach Grösse, als 
auch nach Richtung. Gesetzt, die Function 9? erhalte im 
Punkte (g^i, gg; &) zur Zeit ^ + r den Werth 9? + ^^t^ ^^d 
P den Werth P + ^<P, wo ^<P das geometrische Increment 

von P ist. Dieses Increment ist (s. §. 52) der Differential- 
Parameter der Differenz 

^^9? = (9? 4- ^^q)) — (p^ 
und daher ist die auf der Richtung von ^<P aufgetragene 
Strecke -^ der Parameter der Function-^. Da dies auch 
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für ein unendlich kleines x gilt, so ist der Grenzwerth des 
Verhältnisses -^ — , d. h. die partielle geometrische Derivirte 



von P nach t, die wir mit (D<P) bezeichnen, der Differential- 
parameter des Grenzwerthes von -^ , welcher letztere die par- 
tielle Derivirte von (p nach t ist. Diese partielle Derivirte 
werden wir mit -^: bezeichnen, zur Unterscheidung von der 

Derivirten -^ , bei der vorausgesetzt wird, dass die Coordinaten 

^i> 3^2; ^3 Functionen der Zeit sind. Die partielle Derivirte 

zweiter Ordnung von 9? nach ^ die wir mit -^ bezeichnen, 

hat zum Differentialparameter die partielle geometrische De- 
rivirte von (JDiP) nach t, die wir mit {Dt^P) bezeichnen und 
welche die partielle geometrische Derivirte zweiter Ordnung 

von P nach t ist u. s. w. Aendert sich bei constanten q^ 
^2, q^ die Zeit t, so bleibt der Anfangspunkt des Parameters 
P fest, während sein Endpunkt sich mit der Geschwindigkeit 
und den Beschleunigungen 

(AP), (WP)r-- 

bewegt. Die Beschleunigung {n — 1)*®' Ordnung dieser Be- 
wegung, d. h. die Grösse {Di^F), ist der Differentialparameter 
der partiellen Derivirten (« — 1)*" Ordnung von fp nach ^, die 

wir mit ( -j^ ) bezeichnen. 

Nehmen wir nun an, der Punkt m bewege sich mit der 
Geschwindigkeit und den Beschleunigungen v, v^^ «^2>'"' ^^^ 
gelange zur Zeit t -{- r nach dem Punkte m (q^ + ^qi^ 
q^ + ^32; & 4" -^&)* I^ Punkte m hat man zwei Differential- 
parameter, von denen der eine zu der Function 

der andere zu der Function 

9^(21 + -^2u 22 + ^22; 23 + ^23; ^ + ^) 
gehört. Bezeichnet man den ersteren mit P', den zweiten mit 
P", so treten, wenn P in P' übergeht, die im §. 111 be- 
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trachteten geometrischen Derivirten des Parameters P auf, 
welche wir hier der Bequemlichkeit halber mit 



bezeichnen wollen. 



Geht dagegen P in P" über, so ergiebt sich eine andere 
Reihe geometrischer Derivirten, die wir mit 

bezeichnen. Man kann, wie in §. 36, leicht sehen, dass für 

jede geometrische Function u allgemein die folgenden Relationen 
gelten: 



Dtu = D,u + (Dtu) und D^p {Dt'iu) = {Di^ D^Hi)y 

d. h. 1) dass die totale geometrische Derivirte von u nach 
der Zeit gleich der geometrischen Summe aus der partiellen 
Derivirten nach dem Zeichen D^ und aus der partiellen De- 
rivirten nach der Zeit ist-, 2) dass die Vertauschung der Reihen- 
folge der geometrischen Differentiationen nach den Zeichen D^ 
und Dt das Resultat der Differentiation nicht ändert. Auf 
Grund dieser Sätze hat man 



AP=A^+(AP) 
und allgemein: 



DrF = D^^P + nD,^^-'> {DtP) 



Mit Hilfe dieser Formel lassen sich leicht die allgemeinen 

Ausdrücke für die totalen analytischen Derivirten -^, j^r*' 

aufstellen, d. h. für solche derivirte Functionen, bei denen 
Zeit und Coordinaten zugleich variiren. Diese Ausdrücke sind: 

dt ~ ^^ ^ dt' 
J? = P^, + t;Äi'+2^;^;P+^^, (14) 



Hiermit ergiebt sich dann der Ausdruck für das Increment 
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der Function % welches dem Zeitincremeute t entspricht, nach 
der Formel: 

115* Ist die Grosse 9? von einem Punktsysteme m, m\ 
m'y ••• derart abhängig, dass sie für jede Lage diesegl Systems 
in einem gewissen Räume (Ä) einen bestimmten Wferth hat, 
der sich bei der Bewegung eines, einiger, oder alldr Punkte » 
des Systems continuirlich zu ändern vermag, so ist eine solche 
Grösse eine Function des Punktsystems m, w', mj,'*- Sind 
die Punkte m', w", ••• fest, so kann sich 9? nur infolge der 
Bewegung des Punktes m ändern und ist somit eine Function 
nur dieses Punktes allein. Durch diesen Punkt geht eine ge- 
wisse Niveaufläche (9) hindurch und die Function 9? hat in 
diesem Punkte einen Differentialparameter P. Dasselbe gilt 
auch von den übrigen Systempunkten. Die Function g? hat 
also in jedem der Systempunkte m, m', m\ ••• eine besondere 
Niveaüfläche und einen besonderen Differentialparameter. Es 
seien P, P', P", ••• die den Punkten m, m, m\ ••• ent- 
sprechenden Parameter von 9?. Eine Verschiebung des Punktes 
m allein giebt für 9? ein partielles Differential, das wir mit 
dm^ bezeichnen wollen; ebenso giebt die Verschiebung des 
Punktes m allein das partielle Differential dn:fp\ dasselbe gilt 
von den übrigen Punkten; die gleichzeitige Verschiebung aller 
Punkte endlich liefert das totale Differential dq) , das der 
Summe der partiellen gleich ist, d. h. man hat: 

d(p = djn(p + d;,/9 + • • • 

Bedeuten nun v, v^y ^2?"" ^i® Geschwindigkeit und die 
Beschleunigungen bei der Verschiebung des Punktes m, v', 
v'i, v'2?"* ^^® Geschwindigkeit und die Beschleunigungen bei 
der Verschiebung von m', u. s. w., so hat man, wie oben ge- 
zeigt wurde: 



djnq) = Pv • dt, djn'q) = Pv - dt, 
folglich : 



^ == Pi; + PV + ... = ZFv, (15) 



und allgemein: 
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f ;^ = i:p^, + («-1) eT,-^, 

, (n — 1) (n — 2) ^-^- , -,-^ . . ^. 

+ J7^ -SJPgVn-s H ^JPn-iV. (16) 

Mit Hilfe dieser Formeln lässt sich der Ausdruck für das 
Increment 

* bilden, welches die Function q) infolge einer beliebigen Be- 
wegung der Funkte m, m, m\ • • • in der Zeit x erhält. 

Ist 9? als Function der Coordinaten der Punkte m, m , 
m\ • • • gegeben, so ergeben sich die Parameter P, P', P", • • • 
und deren geometrische Derivirte nach den in §. 112 dar- 
gelegten Regeln. 

Beispiele: 1) Der Abstand r zweier Punkte m und tn 
von einander ist eine Function dieser Punkte. Gesetzt, tn sei 
fest, so ist r eine Function des Punktes m allein. Die diesem 
Punkte entsprechende Niveaufläche (r) ist eine Kugel vom 
Radius r, deren Mittelpunkt in m' liegt; der Parameter P ist 
gleich 1 und auf r in dem Sinne gerichtet, wohin r wächst, 
d. h. von m nach m. 

Betrachtet man aber r als Function des Punktes m allein, 
so ist die Niveaufläche eine Kugel vom Radius r mit dem 
Mittelpunkte in m, und der Parameter P' ist gleich 1 und 
auf r von m nach m hin gerichtet. 

Nach Formel (15) hat man also: 

j7 = V COS (vr) — V cos (t^V), (17) 

wo der Sinn des Abstandes r von m nach m genommen ist; 
diese Formel stimmt mit dem in §. 18 Bewiesenen überein. 
Die Formel (17) giebt nun: ^ 

_^ == V, cos(t;i, r) — v\ cos(t;'i, r) + l\v + F^v-, 

da aber P = — P, so ist P^ = — P\ und P^ stellt offenbar 
die Winkelderivirte von r dar, die von m nach m gerichtet 

ist. Ausserdem ist v — v' = r^; folglich PjV + P\v = ^iPi; 
aber die Projection von r^ auf P^, das auf r senkrecht steht, 

ist rP^; folglich ist FiV -{- F^v = rF^^, Somit wird endlich: 
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^ = «1 cos {vi , r) — v\ cos {v\, r) + r j\l (18) 

2) Es mögen r, /, /', • • • r**""^ die Abstände zwischen 
n -\- 1 Systempunkten bezeichnen, nämlich die Strecken mm^ 
mm'y m'm'\''' m^^'~^^fd'^^. Die Summe dieser Abstände 

9? = r + / + r" + • • • + r<«-"^> 

ist eine Function der Punkte m, m, m'', •••m^"^ Die dem 
Punkt« m entsprechende Niveaufläche ist eine Kugel vom 
Radius r mit dem Centrum in m\ der Parameter im Punkte 
m ist P = 1 und auf r von m nach m gerichtet. Ebenso ist 
für den letzten Punkt. m^**^ die Niveaufläche (9?) eine Kugel 
vom Radius r^»— ^), deren Centrum in m^'^~'^^ liegt und deren 
Parameter P« = 1 die Richtung von m^**"^^ nach m^**^ hat. 

Nimmt man an, dass alle Systempunkte mit Ausnahme 
von m fest sind, so- ist 9? eine Function des Punktes m allein, 
und die Niveaufläche (9) für diesen Punkt ist r + / = Const., 
d. h. ein durch Rotation um die Gerade ^mm' entstandenes 
Ellipsoid, dessen Meridian eine Ellipse mit den Brennpunkten 
m und m" ist; der Parameter P' liegt somit in der Ebene 
mmm'j halbirt den Winkel mmm" und ist nach derselben 
Seite hin gerichtet, wie eine, die Summe r + / vergrössemde 
Verschiebung des Punktes m, nämlich nach der convexen 
Seite des Ellipsoids. Da P' die geometrische Summe der 
partiellen Parameter der beiden Functionen r und r ist, welche 
gleich 1 und langes mm und m"m' gerichtet sind, so ist 
P' = 2cos^(mm'm"). Ebenso bestimmen sich die Parameter 
der Function 9?, welche den übrigen, zwischen m und m^") lie- 
genden Punkten entsprechen. 

Fallen die beiden Punkte m und m^**) in einen zusammen, 
d. h. ist r + r + /' 4" • • • + r^**"^) der Perimeter eines ge- 
schlossenen Polygons, so müssen die Parameter P und P^"^ 
durch einen einzigen P ersetzt werden, der den Winkel 
mmm^'*'~^^ halbirt und gleich 2 cos4(w*'mm^'*~^)) ist. 

Wählt man für 9? den halben Umfang jp eines Dreieckes 
ABC, dessen Seiten a, 6, c sind, so schneiden sich die Pa- 
rameter von 9?, welche den diesen Seiten gegenüberliegenden 
Eckpunkten A, J5, C entsprechen, im Mittelpunkte des dem 
Dreieck einbeschriebenen Kreises und sind resp. gleich: 
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Man bestimme ferner die Parameter der Functionen: 
9? = i + -^-| und 9=r* + /2 + r"2-| , 

wo r, /, r" • • • die Abstände der Punkte w, m', m • • • von 
einander sind. 

116, Die Function 9 eines Punktsystems kann zu gleicher 
Zeit auch eine Function der Zeit i sein, d. h. kann bei un- 
veränderter Lage des Punktsystems mit der Zeit variiren. Als 
Beispiel kann die Function eines Systems von Punkten dienen, 
von denen einer oder mehrere gewissen Bewegungen unter- 
worfen sind, d. h. deren Coordinaten als Functionen der Zeit 
gegeben sind. Es seien r und / die Abstäaide der Punkte m und 
m von einem Punkte 0, der sich gleichförmig auf der geraden 
Linie A^ bewegt; die Function g? = r + / der beiden Punkte 
m und m' ändert sich dann mit der Zeit bei einer gegebenen 
Lage der Punkte m und m infolge der Bewegung von 0. 

Gesetzt, die Punkte m, w', seien auf ein rechtwinkliges, 
geradliniges Coordinatensystem bezogen, und es bedeuten x^ y, z 
die Coordinaten des Punktes m, x^ y\ ß die des Punktes m 
zur Zeit t, a, ß, y die des Punktes zur Zeit ^ = 0; ferner 
seien a, &, c die Projectionen der Geschwindigkeit der Be- 
wegung des Punktes auf die Coordinatenaxen; dann hat man: 

9 = [(^ - « - a'O' + (y - /J - 60' +'(^ -y- ^0']^ 

+ iix -a-^atf + (j)'^ß- hty + (/ -y - ctff-^ 

Sind P, P', • • • ^iö Parameter der Function tp zur Zeit t 
und 

p + 'J^, r + ~z^,... 

die Parameter der Function 9 + -^<9 ^^^ Zeit t -{- r bei der- 
selben Lage der Punkte m, m', ••*, so sind JtPy ^tP\ ••• die 
Parameter der Function /lt(py und 



die Parameter der Function — ^«9?, welche auf den Richtungen 
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z/fP, ^fP', ••• resp. aufzutragen sind; mithin sind die par- 
tiellen geometrischen Derivirten (A-P), (D<P'), ••• der Para- 
meter Pj P'y • - ' die Parameter der partiellen Derivirten -J^. 
Wie in §. 114 findet man: ^ 

dt — ^^"^ + dt ^ 

g = 2;p^, + 2;t;:D:p+2;MÄP) + |S, ^^^^ 

wo J9iP, DiP', ... die partiellen Derivirten der Parameter 
P, P', . . . bedeuten, die unter der Annahme gebildet sind, dass 
9? sich nur infolge der Bewegung der Punkte m, m, ... ändert 
und dass es für die Lage des Systems zur Zeit t -{- % den- 
selben Werth hat, welchen es für die Lage zur Zeit t hatte. 
Aus den Formeln (19) lässt sich das Increment zusammen- 
setzen, welches die Function 9? in der Zeit r erhält, und »war 
nach der Formel: 

. dw , d^w T* , 

^^ = di^ + li^^+'" 



XIII. Capitel. 

Bedingungen der möglichen Bewegungen. 

117« Die Bewegung eines Punktes oder eines Systems 
von Punkten kann gewissen Bedingungen unterworfen sein, 
infolge deren die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 
der Bewegung nicht mehr willkürlich sind. Man nennt dann 
die Punkte tmfrei. Eine den gegebenen Bedingungen genügende 
Bewegung heisst eine mögliche Bewegung oder eine mögliche 
Verschiebung. Die Lage, welche der Punkt oder das Punkt- 
system infolge solcher Bewegungen annimmt, die Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen einer solchen Bewegung heissen 
seine mögliche Lage, möglichen Geschu^ndigkeiten, möglichen Be- 
schleunigungen. 

Derartige Bedingungen kommen bei der Betrachtung der 
Bewegungen von Punkten vor, die physischen Körpern an- 
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gehören; sie sind die Folge gewisser Hypothesen über die 
mechanische BeschaflFenheit der Körper, wie z. B. vollkom- 
mene ündurchdringlichkeit, ünausdehnbarkeit, Incompressi- 
bilitat, vollkommene Starrheit, vollkommene Biegsamkeit. Die 
physischen Ursachen^ durch welche die Punkte unfrei werden, 
nennt man Zwang, wenn es sich um einen einzigen Punkt 
handelt, und mechanische Verbindungen der Punkte unter- 
einander, wenn man mehrere Punkte betrachtet. Die Be- 
dingungen für die, von einem Zwange oder einer mechani- 
schen Verbindung der Punkte herrührenden möglichen Ver- 
schiebungen treten im allgemeinen in Form von Gleichungen 
oder (die Gleichheit nicht ausschliessenden) .Ungleichungen auf, 
welche die Eigenschaft ausdrücken, dass eine oder mehrere 
bekannte Functionen der betreflfenden Punkte für jede mögliche 
Bewegung nicht abnehmen dürfen, d. h. entweder ihren Werth 
beibehalten oder wachsen müssen. Wir wollen dies an einigen 
speziellen Fällen näher erläutern. 

Gesetzt, der Punkt m befinde sich auf einer gegebenen 
Fläche und könne in den einen der beiden durch dieselbe ge- 
trennten Räume nicht eindringen; er kann sich also nur auf 
der Fläche selbst oder in demjenigen Räume bewegen, in 
welchen einzudringen die Fläche ihn nicht hindert. Ist V= Const. 
die Gleichung dieser Fläche, so sind + Fund — F Functionen 
des Punktes m, und F= Const. ist eine Niveaufläche für diese 
Functionen. Der Diflferentialparameter der einen dieser beiden 
Functionen im Punkte m ist nach der Seite hin gerichtet, 
wohin der Punkt m sich verschieben kann, der Dififerential- 
parameter der anderen nach der entgegengesetzten Seite. Be- 
zeichnen wir mit g) denjenigen der beiden Werthe + F und 
— F, dem der erstere Parameter angehört, so haben wir für 
die möglichen Verschiebungen des Punktes m die Bedingung 
^^=0 oder z/9)>0, welche man in der kürzeren Bezeichnungs- 
weise ^g) ^=,0 zusammenfassen kann.*) 

Ist ^g) das dem Zeitincremente r entsprechende Increment 



*) Man könnte auch — q> statt tp betrachten und als Bedingung auf- 
stellen J{ — qp) <I 0; der Gleichförmigkeit halben werden wir jedoch 
immer diejenige von den beiden Functionen wählen, welche wachsen soll. 
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von (p und lässt sich dasselbe nach gauzen positiven Potenzen 
von r entwickeln, so hat man 

dt ^^ dt^ 2 ^ ^ ^ 

als Bedingung für jede mögliche Verschiebung des Punktes m 
während der Zeit r. Da diese Bedingung auch für unendlich 
kleine r bestehen muss, so ist einer der beiden folgenden Fälle 
nothwendig und hinreichend für eine mögliche Verschiebung: 

1) dass alle successiven Derivirten ^, 'dW^'" gl^i^^ Null sind 

oder 2) dass die erste nicht verschwindende unter ihnen po- 
sitiv ist. Beachtet man nun die in §. 114 gefundenen Aus- 
drücke dieser Derivirten durch die Geschwindigkeit, die Be- 
schleunigungen, die DiflFerentialparameter der Function (p und 
die Derivirten dieser Parameter, so ergiebt sich im ersten Falle 
eine unbegrenzte Reihe von Gleichungen 

^ = ^ = 0... 

dt ^' dt^ ^' ' 

denen die Geschwindigkeit und die Beschleimigungen irgend 
einer möglichen Bewegung des Punktes m genügen müssen. 

Im zweiten Falle ergeben sich, wenn -~ die erste nicht ver- 
schwindende Derivirte ist, die w — 1 Gleichungen 

dt ^' dt^ ^' ' dtn-l ^ 

als zwischen der Geschwindigkeit v und den n — 2 Beschleu- 
nigungen v^j V2, ^3, ••• Vn—2 bestehende Bedingungen und 

ausserdem die Ungleichung ^T^>0,welcheausser jenen Grössen 

noch die Beschleunigung Vn—i enthält; die übrigen Beschleuni- 
gungen Vn, Vn-{.ij'" unterliegen keiner Bedingung mehr. Es 
kann auch vorkommen, dass der Punkt weder nach der einen 
noch nach der andern Seite von der Fläche V = Const. ab- 
weichen kann. Dann ist die Gleichung ^ F = die Bedin- 
gung der möglichen Bewegungen; dieselbe liefert dann die un- 
begrenzte Reihe von Gleichungen 

dt ^' dt^ ^' ' 
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welche zwischen der Geschwindigkeit und den Beschleunigungen 

bestehen müssen. 

Beispiele. 

a) Ein yollkommen biegsamer und unausdelinbarer Faden sei mit 
einem Ende unbeweglich im Punkte befestigt und angespannt; sein 
anderes Ende repräsentirt dann einen Punkt, der sich nur entweder auf 
der Oberfläche der aus als Mittelpunkt mit einem Radius gleich der 
Länge des Fadens beschriebenen Kugel oder innerhalb dieser Kugel be- 
wegen kann. Die Oberfläche der Kugel stellt gleichsam eine undurch- 
dringliche Hülle dar, durch welche der Punkt verhindert wird, aus dem 
inneren Räume der Kugel herauszutreten. 

Bezeichnet man nun mit r den Abstand Ot/i, so sind +r und — r 
zwei Functionen, für welche die Kugeloberfläche ein .Niveau ist. Die 
Parameter dieser Functionen sind gleich 1 und sind längs der Geraden 
Om, der eine nach dem Aussenraume, der andere nach dem Inneren 
der Kugel gerichtet. Da der letztere der Function — r entspricht, so 
müssen wir g» = — r setzen; folglich ergiebt sich als Bedingung einer 
möglichen Bewegung des Punktes; J( — r) > 0. Diese Relation liefert zu- 

nächst als Bedingung, der die Geschwindigkeit unterworfen ist: — -r: > f 

was dasselbe aussagt, wie — v cos (vr) ^ ;man sieht hieraus, dass die Rich- 
tung der Geschwindigkeit v mit der Richtung von r, wenn man dieselbe 
im Sinne von nach m rechnet, einen stumpfen oder einen rechten 
Winkel bilden muss. Wenn — t;cos«;r>0 ist, so unterliegen die Be- 
schleunigungen «?i , «^2 > S^^ keiner Bedingung; im Falle — v cos (vr) = 

aber, d. h. wenn die Geschwindigkeit v die Kugel tangirt, muss die Be- 

schleunigung erster Ordnung die Bedingung erfüllen: — -rrä^^^ welche 

in die folgende übergeht (s. §. 114): 

— Vi cos (Vj r) > ö' * 

Bezeichnet man mit q den Radius der ersten Krümmung der Bahn 
des Punktes m, so hat man die Gleichung: 

Vj cos (i?i r) = — cos (tq) -f- --- cos(rr) ; 

hierin ist aber das letzte Glied gleich Null, weil v auf r senkrecht steht. 
Daher nimmt die obige Bedingungsgleichung die Gestalt an: 

Q <C — r cos (rp). 

Man sieht hieraus, dass der erste Krümmungsradius der Bahn nicht 
grösser sein darf als der Radius des Kreises, in dem die Kugel von der 
Ebene der ersten Krümmung geschnitten wird. Im Falle q = — r cos {rg) 

muss die Bedingung — 775 > ^ erfüllt sein, welche ausser der Geschwin- 



J* ^> J*2 0,... 
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digkeit v and der Beschleunigung v^ noch die Beschleunigang zweiter 
Ordnung v^ enthält, u. s. f. * ^ 

b) Ein yoUkommen starrer Körper lässt sich als ein System von 
Punkten betrachten, deren gegenseitige Abstände sich bei der Bewegung 
des Körpers nicht ändern. Soll einer der Punkte des Körpers, 0, un- 
beweglich bleiben, so kann jeder andere Punkt m desselben sich nur auf 
der Oberfläche einer um mit dem Radius Om beschriebenen Kugel be- 
wegen; bezeichnet man daher den Abstand Om mit r, so ist dr = 
für eine mögliche Beweguug des Punktes m; daraus ergiebt sich aber 
für die Geschwindigkeit und die Beschleunigungen die unbegrenzte Reihe 
von Bedingungen: 

dr d^r 

di~' ' Jf 

Die beiden ersten Gleichungen geben: 

cos (vr) = 0, 9 = — r cos (rp). 

Dies zeigt, dass die Geschwindigkeit die Kugel, auf der der Punkt 
m sich bewegt, berühren muss und dass der Kreis, in welchem die Ebene 
der ersten Krümmung der Bahn jene Kugel schneidet, der Kreis der 
ersten Krümmung ist. 

c) Denken wir uns einen vollkommen unausdehnbaren und biegsamen 
Faden (Fig. 46), der mit seinen beiden Endpunkten in F und JP' be- 

Fig. 46. festigt und durch einen Ring m angespannt ist. Dieser 

Ring repräsentirt einen Punkt, der das Umdrehungs- 
ellipsoid nicht verlassen kann, welches durch Rotation 
der Ellipse, deren Brennpunkte F und F' und deren 
grosse Axe gleich der Länge des Fadens ist, um die 
Gerade FF' entsteht. Bezeichnen r und / die Ab- 
stände Fm und F'niy so muss man qp = — r — r setzen, um eine 
Function des Punktes m zu erhalten, welche bei einer möglichen Be- 
wegung nicht abnehmen darf; also ist im vorliegenden Falle die Be- 
dingung für die möglichen Bewegungen: — Jr — Jr '^0, Der Diffe- 
rentialparameter der Function — r — r ist P=2cos^(^wl^') und ist 
nach dem Innern des Ellipsoids gerichtet (s. Beisp. 2, §. 115). Jede 
mögliche Geschwindigkeit muss einen spitzen oder einen rechten Winkel 
mit dieser Richtung bilden. 

118. Die Fläche (9), auf der der Punkt m liegt, kann 
sich mit der Zeit ändern und dabei zu jeder Zeit t der Ver- 
schiebung des Punktes m nach demjenigen der beiden durch 
die Fläche getrennten Räume, für welchen z/9 < ist, ein 
Hindemiss entgegensetzen. Geht ^ in ^ -f- r über, so nimmt 
(9)) eine andere Lage an; hierbei muss die Lage, welche der 
Punkt m einnimmt, sowohl im Falle- seiner Ruhe, als auch 
im Falle seiner Bewegung, zur Zeit t -^ r derart sein, dass 

Somoff, Mechanik. I. 17 
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q) ein positives oder der Null gleiches Increment z/g? erhält; 
folglich ist' wiederum z/g) > oder 

dt ^ ^ dt^ 2 ^ ^ ^ 

die Bedingung einer möglichen Bewegung. Hieraus ergiebt 
sich im Falle z/g? = die unbegrenzte Reihe von Gleichungen 

^ ==s 0, --j^ = 0,--', welche zwischen der Geschwindigkeit 

und den Beschleunigungen bestehen. ^ Im Falle aber -^g? > 
ist, erhält man eine beschränkte Anzahl von Gleichungen und 
die Ungleichung, welche die Bedingung ausdrückt, dass die 

erste nicht verschwindende der Derivirten -^, "dW^"' P^^^^^^ 

sein muss. Alle diese Bedingungen lassen sich nach der in 
§. 114 dargelegten Methode entwickeln. 

Gesetzt, z. B., der Punkt m sei durch einen Faden mit 
einem anderen Punkte verbunden, wflcher letztere sich mit 
einer nach Grösse und Richtung constanten Geschwindigkeit 
a bewegt; infolge dessen muss der Punkt m auf der Ober- 
fläche einer Kugel bleiben, deren Radius gleich der Länge des 
Fadens ist und deren Mittelpunkt eine gleichförmige gerad- 
linige Bewegung besitzt. In jeder Lage der Kugel kann der 
Punkt m nur entweder auf der Oberfläche oder innerhalb der 
Kugel liegen. Bedeutet r den Abstand Ow, so muss man 
g) = — r setzen ; somit ist die Bedingung für eine mögliche 
Geschwindigkeit 

— V cos (vr) — ^^^j 

wobei r im Sinne von nach m gerechnet ist. Man sieht 

dr 
leicht, dass — - == a cos {ar) ist, und folglich lässt sich 

die vorstehende Gleichung auch in der Form schreiben: 

— V cos (vr) + a cos (ar) > 0. 
Im Falle 

— V cos (vr) + a cos (ar) = 

hat man als Bedingung für die Beschleunigung erster Ordnung: 

— ' Vi cos (v^r) — v& cos (vG) + a& cos (a&) ^ 0, 
wenn & die Winkelderivirte von r ist. 
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119. Die möglichen Bewegungen eines Punktes können 
zwei oder mehr Bedingungen von der Form z/9) ^ unter- 
worfen sein. 

Beispiele: • 

a) Man denke sich einen Punkt m mit zwei festen Punkten Ä und 
B durch biegsame, unausdehnbare Fäden Am und Bm verbunden. Sind 
die Fäden angespannt, so befindet sich der Punkt m auf der Schnitt- 
curj^e der beiden Kugeln^ deren Mittelpunkte A und B und deren Radien 
Am und Bm sind. Bezeichnet nun r den Abstand des Punktes m von 
A und r den von B , so hat man für eine mögliche Bewegung des 
Punktes m die beiden Bedingungen t 

Ist di—r) = und J{ — r) = 0, so bewegt sich der Punkt m auf 
der Schnittcurve der Kugeln. Ist aber d( — ^) > und J{— r) = 0, 
so dringt der Punkt m in das Innere der Kugel vom Kadius Am ein, 
bleibt aber auf der Oberfläche der anderen Kugel. Ist dagegen -J( — r)= 
und d{ — r) > 0, so kann der Punkt die zweite Kugelfläche verlassen 
und muss auf der ersteren bleiben; im Falle jd{ — r) > und J{ — »•') >0 
endlich kann der Punkt beide Kugeloberflächen verlassen. 

Wenn die Kugelmittelpunkte A und B in gewissen Bewegungen be- 
griffen sind, so werden die Abstände — r und — r Functionen des 
Punktes, und der Zeit der Bewegung, und wiederum sind -J( — r)>0, 
z^(— r')>0 die Bedingungen der Möglichkeit der Bewegung. 

b) Der Punkt m sei durch Fäden mit drei Punkten J., B, (7, die 
nicht in gerader Linie liegen, verbunden. Sind die Fäden angespannt, 
so liegt m im Durchschnitt der drei Kugeln, deren Mittelpunkte A, B, C 
und deren Radien die Längei;! der Fäden sind. Bezeichnen r, r , r" die 
Abstände d^s Punktes m von J., B, C, so hat man für eine mögliche 
Bewegung des Punktes m die drei Bedingungen: 

^(-^•)>.0, j(-r')^0, d(-r")^0. 

Doch muss man hier den Fall 

zf (— r) = 0, J{— r) = 0, J(— r ') = (a) 

ausschliessen , wenn die Punkte A, B, C fest sind; denn der Punkt vi 
kann sich nicht bewegen, wenn er auf allen drei Kugel bleiben soll. 
Haben dagegen die Punkte A, B, C gewisse gegebene Bewegungen, so 
ist die Bewegung des Punktes m unter der Bedingung (a) möglich. 

120. Ist g) eine Function des Systems der Punkte m, m ^ 
m' y . . . und kann diese Function infolge der mechanischen 
Verbindungen der Punkte unter einander nicht abnehmen, so 
muss jede mögliche Bewegung des Punktsystems der Bedin- 
gung ^(p'^O genügen. Dies führt wieder entweder auf die 
unbegrenzte Reihe von Gleichungen 

17* 
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^ = ^ = 0... 

dt ^' ät^ ^' 

als Bedingungen, die zwischen der Geschwindigkeit und den 
successiven Beschleunigungen bestehen müssen, oder auf die 

n — 1 Gleichungen 37 = 0, -jr^ = 0, • • • ,- _^ = 0, verbunden 

mit der einen Ungleichung -j^ > 0, als Bedingungen, welche 
zwischen der Geschwindigkeit!; und den n — 1 Beschleunigungen 
bestehen, wobei -y^ die erste nicht verschwindende der De- 

rivirten -^ , -^ , • • • ist. Dabei kann g) eine Function der 

Punkte und der Zeit sein. Diese Bedingungen lassen sich 

immer nach den in §. 115 und §. 116 dargelegten Regeln 

entwickeln. Es können auch mehrere Bedingungen von der 

Form z/9) >, zugleich auftreten. 
Beispiele. 

a) Sind zwei Punkte m und m durch einen biegsamen und unaus- 
dehnbaren Faden verbunden, so können sie, wenn der Faden angespannt 
ist, sich nicht so verschieben, dass ihr Abstand wächst; bezeichnet man 
also diesen Abstand mit r, so hat man für eine mögliche Bewegung die 
Bedingung z^(— r)>0, aus der sich zunächst als Bedingung für die 

möglichen Geschwindigkeiten v und v ergiebt: 

— V cos(i?r) -f- V cos(vV) > 

[s. §. 115, Form. (17)]; wenn nun 

— V cos {v r) + ^' cos (v V) = 

ist, so hat man femer als Bedingung für die Beschleunigungen erster 
Ordnung v^ und v\: 

— t?i cos {Vi r) + v\ cos {v\ r) — r Pj ^ > 0, 

[s. §. 115, Form. (18)]. 

b) Für die mögliche Bewegung zweier, einem vollkommen starren 
Körper angehöriger Punkte m und m\ ist die Bedingung z/r=«0, aus 
der sich die unbegrenzte Reihe von Gleichungen ergiebt: 

dr d^r 

Tt^ ' di^~^^'"' 

c) Die Mittelpunkte m und m zweier vollkommen starrer, einander 
berührender Kugeln repräsentiren zwei Punkte, deren Abstand r nicht 
abnehmen kann; daher ist 2^r>0 die Bedingung für eine mögliche Be- 
wegung dieser Punkte. Dieselbe giebt für die Geschwindigkeiten die 
Bedingung ; 
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V cos {vr) — V cos(t;V) > 0. 

Ißt ~" 

V coa{vr) — v cos{vr) = 0, 

BO hat man noch die ßedingung für die Beschleunigungen erster Ordnung : 

t?i cos (Pi r) — v\ cos (v\ r) + ^ -Pi * > 0. 

d) Es sei mm m' m" m"" ein Seilpolygon, d. h. ein vollkommen 
biegsames, unausdehnbares Seil, welches die Gestalt eines Polygons hat 
und dessen Seiten mm', mm'\ m"m'\ m"m"" sind. Die äussersten Punkte 
und die Ecken dieses Polygons bilden ein System von Punkten, deren 
Abstände 

mm =^r, mm=r,mm ==r,mm ==r 

nicht wachsen können; folglich müssen die möglichen Bewegungen dieser 
Punkte den folgenden Bedingungen genügen: 

^(-r)^0, ^(-O^o, z/(-O^0, zi(_r'")^0. 

e) Wenn das Polygon m m m" m" m"" eine aus unausdehnbaren und 
unbiegsamen geradlinigen Gliedern ?/tm', m'm'\ m' m'\ m" m'" bestehende 
Kette darstellt, und diese Glieder sich um die Punkte m', m", m" drehen 
können, so hat man als Bedingungen für die möglichen Bewegungen der 
Punkte die Gleichungen: 

Ar = 0, dr = 0, dt" = 0, dr" = 0. 

f) Wenn endlich die Ecken m', m", m" des Seilpolygons wm' 
m' m'" m" Ringe sind, welche an dem Seile entlang gleiten können, so 
hat man für die möglichen Bewegungen der Punkte m, m', m\ m"\ m"" 
die eine Bedingung: 

d\—r — T — r —r )>0. 

Bestimmt man für die Function — r — r — r" — r" die Differential- 
X^arameter und deren geometrische Derivirte, wie dies io §. 115, Beisp. 2 
gezeigt wurde, so lassen sich hieraus leicht die Bedingungen für die 
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen erhalten. 

121. Die möglichen Bewegungen eines unfreien Punktes 
oder eines Systems von unfreien Punkten sind von zweierlei 
Art: befreiende und nichthefreiende. Befreiende Bewegung werden 
wir eine solche nennen, infolge deren die Punkte frei werden, 
und nichtbefreiende eine Bewegimg, wahrend welcher die Punkte 
unfrei bleiben. Befindet sich z, B. der Punkt m auf einer 
Fläche (qi) und sollen seine möglichen Bewegungen der Be- 
dingung ^(p ^ genügen, so wird er durch jede Bewegung, 
für die z/9>0 ist, frei; denn er verlässt dann die Fläche. 
Bei jeder Bewegung aber, für die ^(p «= ist, bleibt er auf 
der Fläche, d. h. er bleibt unfrei. 
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Im allgemeinen ist, wenn mechanische Hindemisse oder 
Verbindungen erfordern, dass alle möglichen Bewegungen eines 
Punktes oder Punktsystems der einen Bedindung ^q) ^ ge- 
nügen, wo 9 eine Function entweder der Punkte allein^ oder 
der Punkte und der Zeit ist, jede Bewegung, welche z/g? > 
liefert, eine befreiende^ und jede, die ^q) ==0 giebt, eine nicht- 
befreiende Bewegung" Dies lässt sich folgendennassen be- 
weisen. 

Es sei {Mj M\ Jf ", • • •) die Lage des Systems der Punkte 
(m, m, m\ • • •) zur Zeit t und (A, Ä, Ä\ • • •) die Lage, welche 
dasselbe System zur Zeit ^ -j- r infolge irgend einer möglichen 
Bewegung annimmt. Denken wir ims ferner eine Bewegung 
mit beliebigen Geschwindigkeiten und Beschleunigungen, welche 
in der Zeit & das System (m, m, m\ • • •) aus der Lage (-4, 
Ä, Ä\ • • •) in irgend eine andere Lage (5, ^, JS", • • •) über- 
führt. Für die Lage (-4, 4', 4", • • •) und die Zeit t'\-x nimmt 
die Function q den Werth g? + jdq an, welcher beim Ueber- 
gange des Systems (w^, m', m", • • •) aus der Lage (4, Äy Ä\ • • •) 
in (5, JB', 5", • • •) ein positives oder negatives Increment Aq> 
erhält. Ist nun z/g) > 0, so kann man die Zeit so klein 
wählen, dass der Absolutwerth von Aq kleiner als jdq> wird; 
dann ist z/g? + A\ > und folglich ist (5, JB', ^', •••) eine 
solche Lage des Systems (m, w', m", •••), bei welcher der 
Werth von q {B, JB', J5", ••• ^ -j- r + @) grösser ist als (p. 
Jede solche Lage gehört aber zu den möglichen Lagen des 
Systems. Wenn also (A, A\ Ä\ • • •) eine Lage ist, die das 
System infolge einer Bewegung angenommen hat, für die 
z/9>>0, so ist jede Verschiebung des Systems aus dieser 
Lage in eine andere, benachbarte (5, JB', JB", •••), die hin- 
reichend nahe gewählt wird, möglich. Mit anderen Worten: 
die mechanischen Verbindungen hindern nicht die Bewegung 
des Systems (m, m', m\ • • •) aus der Lage (4, Ä^ Ä\ • • •) in 
irgend eine benachbarte, mit beliebigen Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen. 

Wenn dagegen für die Bewegung, welche das System in 
der Zeit r aus der Lage (Jf , M\ iüf ", • • •) in (-4, Ä, Ä' • • •) 
überführt, Aq = ist, so ist die Bewegung aus der Lage 
{A, A\ Ä\ • • •) nach (JB, JB', JB", • • •) in der Zeit nur dann 
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möglich, wenn ^'(p ^0 ist, wodurch die Geschwindigkeiten 
und Beschleufiigungen dieser Bewegung bedingt sind; also ist 
im Falle ^q) = das System (m , m^ m\ • • •), das siqji zur 
Zeit ^ + r in der Lage (-4, Ä^ Ä'\ • • •) befindet, unfrei. 

Im Beispiel a) des vorhergehenden Paragraphen ist die 
Bewegung, welche z/( — r) > liefert, eine befreiende. Infolge 
einer solchen Bewegung hört der Faden auf angespannt zu 
sein und jeder der Punkte m und m' kann sich unabhängig 
von der Bewegung des anderen nach allen Richtungen hin 
bewegen. Eine Bewegung aber, für die z/(-- r) = wird, 
ist eine nichtbefreiende; der Faden bleibt gespannt und mithin 
bleiben die Punkte m und m unfrei. 

Für die Punkte des Beispieles b) des vorigen Paragraphen 
giebt es keine befreiende Bewegungen. Indem wir die Func- 
tion % die für alle möglichen Bewegungen des Systems nicht 
abnehmen darf, als Repräsentanten einer einzelnen mechanischen 
Verbindung betrachten, wollen wir diese Verbindung eine be- 
festigende nennen, wenn q) für alle möglichen Bewegungen 
seinen Werth behalten muss, d. h. wenn es keine befreienden 
Bewegungen giebt. In diesem Falle hindert nichts, cp mit — (p 
zu vertauschen, sofern dies vortheilhaft erscheint; denn die Be- 
dingung ^( — g?) = ist dieselbe, wie 2/9) = 0. 

Wenn aber g) wachsen kann, d. h. wenn die Verbindung 
befreiende Bewegungen zulässt, so werden wir eine solche 
Verbindung eine nichfbefestigende nennen. Die Unveränderlich- 
keit des Abstandes zweier Punkte eines starren Körpers kann 
als Beispiel für eine befestigende Verbindung dienen; ein an- 
gespannter Faden aber, der zwei Punkte verbindet, ist eine 
nichtbefestigende Verbindung. 

Wenn die mechanischen Verbindungen erfordern, dass 
mehrere Functionen (p^j 92; ^s; "* ^^^ einer möglichen Be- 
wegung den Bedingungen 

z/g?! ^ 0, z/92 ^ Q, ^9^3 ^ 0, • • • (a) 

genügen sollen, so werden wir diese Verbindungen als die 
Gesammtheit mehrerer Verbindungen betrachten, welche einzeln 
für sich die Bedingungen (a) liefern. 

Diese Voraussetzung ist bei den in der Mechanik wirklich 
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vorkommenden zwingenden Verbindungen gerechtfertigt. Damit 
bei dem gemeinsamen Bestehen dieser Verbindungen keine 
befreienden Bewegungen statt haben, ist erforderlich, dass 
mindestens eine der Verbindungen eine befestigende sei. 

122. Wenn die Functionen 9)^, 9>2f'" ^^^ Functionen 
der Systempunkte sind, d. h. als Functionen der Coordinaten 
dieser Punkte ausgedrückt werden können, ohne die Zeit ex- 
.'plicit zu enthalten, so darf die Anzahl der von einander un- 
abhängigen Functionen die dreifache Anzahl der Punkte d. h. 
die Zahl aller, die Lage des Systems bestimmenden Coordinaten 
nicht übersteigen. Ist nämlich m die Anzahl der Functionen 
9^1; 9^2 7 "' 9^rn und n die Anzahl aller Coordinaten und ist 
*;♦ hierbei m > w, so erhält man durch Elimination der Coor- 

dinaten m — n Gleichungen von der Form: 

-f\(9l7 92; • • • 9m) = 0, F2((Pi, 927 •• • 9m) = 0, • • • 
• • • Fm—n (9i; 927/ • • 9m) = 0; 

infolge dieser Gleichungen sind aber m — n Grössen der Reihe 
9i> 927 ••• 9m Functionen der übrigen n. Daher müssen auch 
in der Reihe der Bedingungen der möglichen Bewegungen 

^9i ^ ^7 ^92 ^ 0, • • • ^q)m ^ 
m — n dieser Bedingungen l^olgen der übrigen sein. Wenn 
die Functionen g?^, 9^27 '••9« ^1® unabhängigen Incremen te 
z/9>i, z/gjg» ••• ^9n erhalten, so ist das Increment -^^n+i eine 
Function derselben; seine Grösse und sein Vorzeichen hängen 
deshalb von den Grössen ^9>i, ^g)^, "' ab; daher müssen, 
wenn die Bedingung ^g)n-\-i ^ zugleich mit den Bedingungen 

^9i ^ 0, Jq)2 ^ 0, • • • Jg)n ^ 0, (b) 

bestehen soll, die Coefficienten der Potenzen von -^9?i, zi/^g,-«» 
in dem Ausdruck für ^(pn^i gewissen Bedingungen genügen. 
Bei unendlich kleinen Werthen von ^g)i, ^92, ^g)^, "' ^g)n 
bestimmt sich das Vorzeichen von z/g^n+i durch das Zeichen 
des Ausdruckes: 

und wenn dasselbe für alle, den Bediugungen (b) genügende 
Werthe von ^g)if -^9)27 •••^9« positiv sein soll, so ist er- 
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forderlich, dass die partiellen Derivirten -p^— , -^^^ — , ^ - 

insgesammt positiv sind. Dieselbe Schlussweise gilt auch für 
die übrigen Functionen 9>n4-2 , • • • 9w • 

Ist m = n und sind alle Functionen 9>i, 92? "•^^n un- 
abhängig von einander, sind überdies alle Verbindungen be- 
festigende, so ist eine Bewegung der Systempunkte nicht 
möglich, d. h. die Gleichungen 

^^\ = 0, z/92 = 0, • • • J(pn = 

sind die Bedingungen der Unbeweglichkeit des Punktsystems. 
Denn in diesem Falle müssen die Functionen (p^, ^>2j"'^n 
constant bleiben, und folglich müssen es auch alle Coordinaten, 
die man als Functionen der Grössen (p^, ^2y'"9^n allein aus- 
drücken kann. Im vorliegenden Falle hat man die Gleichungen: 

9l = ^1? 92 = (^2?"'9n = Cn, (c) 

WO Ci, ^2, •••<?» gewisse Constante sind, die sich aus der ge- 
gebenen Lage des Systems bestimmen. Es kann jedoch vor- 
kommen, dass eine oder mehrere der Gleichungen (c) Folgen 
der anderen sind; dann können die Coordinaten der Punkte 
sich ändern, ohne die Gleichungen (c) aufzuheben; folglich ist 
eine Bewegung des Systems möglich. Dies tritt z. B. ein, 
wenn die aus den partiellen Derivirten der Functionen 9^, 
92?'"9^» nach den Coordinaten gebildete Functionaldeter- 
minante zu Null wird, wie aus der Theorie 3er Determinanten 
bekannt ist. 

• Wenn die befestigenden Verbindungen verlangen, dass n 
verschiedene Functionen der Zeit und der Coordinaten constant 
seien, so erhält man n Gleichungen, vermittelst derer alle 
Coordinaten als bestimmte Functionen der Zeit ausgedrückt 
werden; jeder Punkt kann nur eine bestimmte Bewegung haben. 
Wenn die verschiedenen, von den befestigenden Verbin- 
dungen herrührenden Gleichungen die Zeit nicht explicit ent- 
halten und wenn ihre Anzahl um Eins geringer als die Zahl 
aller Coordinaten, d. h. gleich n — 1 ist, so muss jeder System- 
punkt eine bestimmte Bahn haben. Denn man kann in diesem 
Falle aus w — 1 Gleichungen alle Coordinaten, ausser dreien, 
die einem der Punkte angehören, eliminiren; dadurch ergeben 
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sich aber zwei Gleichungen für die Bahn jenes Punktes. Der- 
artige befestigende Verbindungen heissen vollkommene. 

Ist die Anzahl der verschiedenen, zwischen den n Coor- 
dinaten bestehenden GleichuDgen gleich n — 2, so erhält man 
durch Elimination aller Coordinaten, ausser denen eines einzigen 
Punktes, nur eine Gleichung, nämlich die Gleichung einer 
Fläche, auf welcher der letzte Punkt bleiben muss; folglich 
ist in diesem Falle jeder Punkt der Bedingung unterworfen 
auf einer bestimmten Fläche zu bleiben. 

Ist allgemein m die Anzahl der verschiedenen, die Zeit 
nicht explicit enthaltenden Gleichungen, die man durch Unter- 
suchung der mechanischen Verbindungen erhält, und ist m < w, 
so lassen sich alle Coordinaten als Functionen von n — m 
unabhängigen Variablen darstellen; als solche Variablen kann 
man dann beliebige Functionen der Zeit wählen, um eine 
mögliche Bewegung hervorzubringen. 

123. Enthalten die Functionen q) die Zeit nicht explicit, 
so haben die Bedingungen der möglichen Geschwindigkeiten 
v, v\ v\ • • • die Form : 



ZFv>^0 

(s. §. 115), wo P, P', ••• die Parameter der Function tp sind. 
Sind in diesem Falle die Geschwindigkeiten Vj v\ v\ • • • der- 
art, dass sie der Gleichung 

2Pv = (a) 

genügen, so werden auch die den ersteren entgegengesetzt 

gleichen Geschwindigkeiten — v, — v , • • • derselben Gleichung 

genügen; denn die Gleichung (a) lässt sich durch 2{ — Pv)=0 
ersetzen. Wenn also alle Functionen des Systems die Zeit nicht 
explicit enthalten und alle Derimrten dieser Functionen nach der 
Zeit für irgend ein System von möglichen GeschumdigTmten zu 
Null werden, so erhält man ein ebenfalls mögliches System von 
Geschtmndigkeiten, wenn man den Sinn jener GeschwindigTceiten, 
ohne ihre Grösse m ändern^ umJcehrt 

Hieraus folgt zugleich, dass, wenn alle Verbindungen be- 
festigende sind, jedes System möglicher GeschwindigTmten in das 
entgegengesetzte verwandelt werden kann. 
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Nehmen wir wieder an, die Zeit komme in der Function 
(p nicht explicit vor und es seien (v, v, v", • • •) und (w, m, u\ • • •) 
zwei Systeme möglicher Geschwindigkeiten. Wenn man diese 
Geschwindigkeiten geometrisch addirt, so ergeben sich die 
neuen Geschwindigkeiten: 

die, wie leicht zu sehen, ebenfalls möglich sind. Da nämlich 
2J1Pv >; und 2JPu ^ ist, so ist auch 

2J{Pv + Pü) ^ 0-, 



nun ist aber Pv + -P«* = ^^5 also ist 2JPw > 0, d. h. die 
Geschwindigkeiten (w, w\ - • •) genügen jeder der Bedingungen 
der möglichen Bewegungen. 

Ist ZPv>0 und 2JPu = 0, so hat man: 



2JP(v — u)>0, 

d. h. die geometrischen Differenzen v — w, v — w', • • • reprä- 
sentiren gleichfalls ein System möglicher Geschwindigkeiten. 
124. Statt der Geschwindigkeiten v, v, v\ • • • betrachtet 
man zuweilen die unendlich kleinen Wegstrecken, welche die 
Punkte mit jenen Geschwindigkeiten in derselben Zeit dt zurück- 
legen können, d. h. die DiflFerentialverschiebungen 

ds = vdt, ds = vdtj • • • 

nach den Richtungen der Tangenten an die Trajectorien; diese 
Verschiebungen sind den DiflFerentialen der zur Zeit t zurück- 
gelegten Wege gleich (s. §. 11). Solche Verschiebungen er- 
füllen Bedingungen von der Form: 

SPds + ||.d^>0 

, ' * Ol = 

(s. §. 116, Form. 19). Bedingungen von dieser Form nennt 
man gewöhnlich Bedingungen der unendlich kleinen möglichen 
Verschiebungen. 

Wenn die Functionen (p die Zeit nicht explicit enthalten, 
oder wenn sie dieselbe enthalten, aber die partiellen Derivirten 

^ zur Zeit t verschwinden, so kann man annehmen, dass 

die möglichen Geschwindigkeiten v, v, v\ • • • gleich Null sind 
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und dass die mögliche Bewegung des Punktsystems nur durch 
die Beschleunigungen bestimmt wird. In diesem Falle müssen 
die Beschleunigungen erster Ordnung v^, ^'i,*** Bedingungen 
von der Form 



(s. §. 114) erfüllen, wenn die g) die Zeit nicht explicit ent- 
halten, und Bedingungen von der Form 

^P^i + I^^O, 

im entgegengesetzten Falle [s. §. 116, Form. (19)]. 

Ausgehend von den Bedingungen für die möglichen Ge- 
schwindigkeiten und Beschleunigungen kann man die Eigen- 
schaften der möglichen Bewegungen von Punktsystemen unter- 
suchen. Wir werden dies für das unveränderliche System 
durchführen, d. h. für ein System von Punkten, deren gegen- 
seitige Abstände sich während der Zeit der Bewegung nicht 
ändern können. 



XIV. Oapitel. 

Mögliche Beweguugen eines unveränderlichen Punktsystems. 

1^5. Ein System von Punkten^ deren gegenseitige Ab- 
stände sich während der Dauer der Bewegung nicht ändern 
können, heisst ein unveränderliches System, Dasselbe heisst 
frei, wenn ausser dfer Unveränderlichkeit der gegenseitigen 
Abstände der Punkte weiter keine Bedingungen vorhanden sind. 
Betrachten wir zunächst die Eigenschaften der möglichen Be- 
wegungen eines freien unveränderlichen Systems. 

126. Wir beginnen mit der Untersuchung der Geschwin- 
digkeiten der auf einer und derselben Geraden liegenden Punkte. 

Die Bedingung der Unveränderlichkeit des Abstands u zweier 
Punkte M und j^ erfordert erstens, dass die Derivirte dieser 

geometrischen Function nach der Länge, d. h. -^, gleich Null 

sei; folglich muss ihre totale geometrische Derivirte w^, wenn 
sie nicht gleich Null ist, auf u senkrecht stehen. Nimmt man 
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M als Anfangspunkt von u und bezeichnet mit a und ß die 
Geschwindigkeiten der Punkte M und N, so hat man nach 

dem Lehrsatz des §. 18: u^= ß — a, was infolge der Be- 
dingung ^ = oder u^ cos(wiw) = übergeht in: 

ß cos (ßu) = a cos (aw), (1) 

et h. die Projectionen der Geschwindigkeiten zioeier Funkte M 
und N auf ihre Verbindungslinie sind einander gleich. 

Folgerung 1. Die Geschwindigkeiten aller, in einer und 
derseTbeii Geraden liegenden Funkte eines unveränderlichen Systems 
haben gleiche Frojectionen auf diese Gerade. 

Folgerung 2, Wenn die Geschwindigkeit irgend eines Funktes 
einer Geraden gleich Null ist oder auf der Geraden senkredU 
steht, so ist auch die Geschwindigkeit jedes anderen Funktes diese)' 
Geraden entweder gleich Null oder senkrecht m der Geraden. 

Aus den Geschwindigkeiten zweier Punkte M und N lässt 
sich leicht die Geschwindigkeit jedes andern Punktes der Ge- 
raden MN ableiten. 

Es stelle NA (Fig. 47) die Geschwindigkeit ß dar und 

AB eine der Geschwindigkeit a geometrisch gleiche, q,ber ent- 
j,.g 47 gegengesetzt gerichtete. Strecke; dann 

' jv- repräsentirt die Strecke NB nach §.18 

f fu-^-^^ß- ^^^xjt ^^® geometrische Derivirte w^. Da 

l^^fl ~ - -^v ^1 ^^^ (^1 w) = ist, so steht NB senk- 

^ ~^ ^B recht auf MN. Die Winkelderivirte @ 



ist «deich dem Verhältniss — . Zieht man also die Gerade MB. 

so ist e> = ^ = tan (BMN). 

Um nun die Geschwindigkeit eines beliebigen in der Ge- 
i:'aden MN liegenden Punktes F zu erhalten, ziehe man FC 
parallel MB und verbinde C mit A ; die Strecke NC ist dann 

die geometrische Derivirte von FN, und da — CA = NA — NC 

so ist die der CA geometrisch gleiche Strecke FQ die Ge- 
schwindigkeit des Punktes F. Diese Geschwindigkeit hat ihren 
kleinsten Werth, wenn CA senkrecht auf NB steht; fallt man 
also von A das Perpendikel AD auf NB und zieht DO pa- 
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rallel BM, so findet man den Punkt 0, der die kleinste Ge- 
schwindigkeit a = DA besitzt. 

Bei dieser Construction lassen sich folgende Fälle unter- 
scheiden. 

1) Die Geschwindigkeiten a und ß sind nicht parallel. Dann 
Jcann AD oder ö nicht gleich Null sein, und es giebt daher 
auf der Geraden MN keinen Punkt, dessen Geschwindigkeit 
gleich Null wäre. « 

2) Die Geschwindigkeiten a und ß sind einander geometrisch 

gleich. Dann ist NB = und CA = /3 = a; folglich sind 
in diesem Falle die Geschwindigkeiten aller Punkte einander 
geometrisch gleich. 

3) Die Geschwindigkeiten a und ß sind parallel, aber nicht 
gleich, oder gleich, aber von entgegengesetztem Sinne. Dann 

Fig. 48. sind sie nothwendig senkrecht auf MN] denn 

^der Punkt A fällt in die Gerade NB, die zu 
^y MN senkrecht ist. Da nun AD = 0, so ist 
-^ = 0] mithin giebt es in diesem Falle auf 
^. — r-~ — J^ der Geraden MN einen Punkt 0, dessen Ge- 
^' schwindigkeit gleich Null ist. Man sieht leicht, 

dass dieser Punkt der Schnittpunkt der Geraden MN mit der 

Verbindungslinie der Endpunkte der Geschwindigkeiten a und 
'ß ist (Fig. 48). 

4) Die Geschwindigkeit a steht auf MN senkrecht. Dann 
ist (nach Folgerung 2) die Geschwindigkeit jedes Punktes der 
Geraden MN auf ihr senkrecht. Die kleinste Geschwindigkeit 
6 muss, da sie auf MN und NB senkrecht steht, auf der 
Ebene MNB senkrecht stehen. 

Im zweiten Falle kann man die Geschwindigkeiten aller 
Punkte der Geraden MN erhalten, wenn man diese Gerade 
sich so bewegen lässt, dass sie zu ihrer Anfangslage parallel 
bleibt. Eine derartige Bewegung heisst Translation, 

Im dritten Falle lassen sich alle Geschwindigkeiten durch 
Rotation der Geraden MN in der Ebene der Geschwindigkeiten 
« und ß um den Punkt hervorbringen, nämlich um den 
Punkt, dessen Geschwindigkeit gleich Null ist; die Winkel- 

geschwindigkeit dieser Rotation ist © = =J— — ~ . 
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Im vierten Falle endlich lassen sich alle Geschwindig- 
keiten durch eine Bewegung hervorbringen, die zusammen- 
gesetzt ist aus einer Rotationsbewegung der Geraden MN 
um den Punkt 0, welcher die kleinste Geschwindigkeit hat, 

mit der Winkelgeschwindigkeit = — , und aus einer Trans- 
lationsbewegung, bei der alle Punkte der Geraden MN Ge- 
schwindigkeiten haben, die der Geschwindigkeit 6 des Punktes 
gleich sind. Eine derartige Bewegung nennt man eine 
Schraubenhewegungj weil die Gerade MN dabei eine Schrauben- 
fläche erzeugt. Die Gerade MN bleibt nämlich der Ebene 
MNB fortwährend parallel und hat zu Leitlinien die Gerade 
a und die Schraubenlinie, welche der Punkt N auf einem ge- 
raden Cylinder beschreibt, dessen Axe die Gerade a und dessen 
Basis ein Kreis vom Radius 0^ in der Ebene MNB ist. 
Ist nun H die Ganghöhe der vom Punkte N beschriebenen 
Schraubenlinie, so hat man nach der bekannten Eigenschaft 
der Schraubenlinie 

H : 27t ' ON = DA : ND = : ON- ®, 

woraus folgt: 

Diese Grösse hängt von der Lage des Punktes N nicht 
ab; folglich beschreiben alle Punkte der Geraden MN Schrauben- 
linien von gleicher Ganghöhe. Sind die Länge ti und die 
Geschwindigkeiten a und ß der Endpunkte gegeben, so lassen 
sich die Werthe von und 6 leicht berechnen; man erhält 
nämlich: • 

6^ = i [«2 _^ ^2 „ 2 aß cos(aß)]i , a = '^ß^Mc^ß ) ^ /g) 

Die Lage des Punktes ist durch die Länge 

4- Arn _ ^P[ (3 — « co 8(ptt)] .^. 

bestimmt; diese Grösse muss im Sinne von N nach M hin 
oder im entgegengesetzten Sinne aufgetragen werden, je nach- 
dem die Formel ein positives oder negatives Resultat liefert. 
Die Lage des Punktes lässt sich auch durch das Verhältniss 
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NO,: M0 = -\- ^fP--"-7-;j-^ 

-^ a [a — p C08 (pa)J 

bestimmen. 

127. Infolge der Unveränderlichkeit der Abstände der 
Punkte von einander ändern sich auch die Winkel zwischen 
den Verbindungslinien nicht. Es seien Ä, B, Ä', S Punkte 
des unveränderlichen Systems, r der Abstand AB, r der Ab- 
stand ÄB>. Wegen der Unveränderlichkeit dieser Strecken 
und des von ihnen eingeschlossenen Winkels ist das geo- 
metrische Product rr = rr cos (rr) constant; folglich ist 

l!:!L = oder 
dt 

r^r + rr\ = 0. (4) 

Bezeichnet man mit a, ßy «', ß' die Geschwindigkeiten 
der Punkte Ä, B, Ä', B», so hat man: 

r^=ß — a, r\=/3' — «' 
(§. 18); dadurch geht die vorige Gleichung über in: 



(ß — «) / + (/T — «') r = 
oder 

ßr -{- ^V = ar + ar. (5) 

Dies ist die Gleichung, welche zwischen den Geschwindig- 
keiten der Eckpunkte des unveränderlichen Tetraeders AB AB' 
besteht. Im speciellen Falle können die vier Punkte A, B, 
Äy B! in einer Ebene liegen. Fallen die beiden Punkte A 

und Ä zusammen, so ist a ^= a und die Gleichung (5) giebt 



^ ßr +ßW = a{r + r\ 

wo r + ^' <iie Diagonale des über r und r als Seiten con- 
struirten Parallelogramms ist. 

128. Die Gesammtheit der gleichzeitigen Geschwindig- 
keiten aller Punkte bei irgend einer möglichen Bewegung eines 
Punktsystems wollen wir ein System möglicher Geschmndigkeiten 
nennen. Die einfachsten möglichen Geschwindigkeitssysteme 
sind die translatorischen und rotatorischen. 

Ein System von einander geometrisch gleichen Geschwin- 
digkeiten heisst ein System von Translationsgeschwindigkeiten, 
Ein solches lässt sich durch eine Bewegung erzeugen, bei der 
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alle Geraden, die irgend zwei Systempunkte verbinden, ihren 
Anfangslagen parallel bleiben und ihre Längen beibehalten. 
Offenbar kann ein freies, unveränderliches System eine der- 
artige Bewegung bei vollkommen beliebiger Grösse und be- 
liebiger Richtung der gemeinsamen Geschwindigkeit haben, 
d. h. jedes Systetn von Translationsgeschmndigkeiten ist für ein 
freies, unveränderliches System möglich. 

Wenn man in irgend einer Lage des Systems von einem 
beliebigen festen Punkte aus nach den Punkten des Systems 
Gerade zieht und dieselben um rotiren lässt, ohne ihre 
Längen und die von ihnen eingeschlossenen Winkel zu ändern, 
so ändern sich dabei auch die Abstände der Endpunkte dieser 
Geraden von einander nicht; folglich repräsentiren diese End- 
punkte zu jeder Zeit eine mögliche Lage des Punktsystems. 
Eine derartige Bewegung nennt man eine Ilotati(msbet4?egung 
um den Punkt 0, der das Eotationscsntrum heisst. Mithin Jcann 
ein freies unveränderliches System von I^unkten eine 'Botations- 
hewegung um einen beliebigen Funkt haben. Die Geschwindig- 
keit jedes Punktes ist senkrecht zu der, den Punkt mit dem Bo- 
tationscentrum verbindenden Geraden, da die Länge dieser Ge- 
raden unveränderlich ist (§. 126, Folg. 2). 

129. Lehrsatz 1. Wenn bei irgend einer möglichen Be- 
wegung eines unveränderlichen Punktsystems die Geschunndigkeit 
eines Punktes 0, der mit allen Systempunkten unveränderlich ver- 
bunden ist, gleich Null ist, so giebt es eine Menge anderer, un- 
veränderlich mit den übrigen verbundener Punkte, deren Ge- 
schmndigkeiten gleichfalls gleich Null sind. Alle diese Punkte 
liegen auf einer, durch den Punkt gehenden Geraden,, die man 
die Momentanaxe nennt (§. 26). Die Geschwindigkeit jedes, nicht 
auf der Momentanaxe gelegenen Punktes ist senkrecht zu der 
durch diesen Punkt ufid die Momentanaxe gehenden Ebene. Die 
Geschwindigkeiten der Systempunkte sind den Abständen dieser, 
Punkte von der Momentanaxe proportional. Ein derartiges 
System von Geschwindigkeiten lässt sich durch eine Botations- 
bewegung des Punktsystems um die festbleibende Momentanaxe 
erzeugen; die Winkelgeschwindigkeit dieser Botation ist gleich 
dem Verhältniss der Geschudndigkeit irgend eines Punktes zu 
dem Abstand dieses Punktes von der Momentanaxe. 

Somoff, Mechanik. I. 18 
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Der Beweis dieses Satzes ist zwar schon in den Aus- 
führungen des §. 26 enthalten. Doch dürfte es nicht über- 
flüssig sein^ hier einen anderen Beweis zu geben^ der direct aus 
den Bedingungen der ünveränderlichkeit des Punktsystems folgt. 
Es sei der Punkt, dessen Geschwindigkeit gleich Null 
ist, und m und m zwei Punkte, deren Geschwindigkeiten v 
und V nicht gleich Null sind (Fig. 49). Wenn es ausser dem 
Fig. 49. Punkte noch einen Punkt A giebt, dessen 

Geschwindigkeit gleich Null ist, so müssen v 

und V auf den Geraden mA und tnA senk- 
recht stehen (nach §. 126, Folg. 2); nun sind 
V und V auch senkrecht auf mO und mO\ 
daher muss A sowohl in der durch Om senkrecht zu t?, als 
auch in der durch Om senkrecht zu v gelegten Ebene liegen, 
d. h. A muss ein Punkt der Schnittlinie dieser beiden Ebenen 
sein.*) Umgekehrt sieht »man leicht, dass jeder in dieser 
Schnittlinie liegende Punkt eine Geschwindigkeit gleich Null 
hat. Ist nämlich A ein beliebiger Punkt dieser Geraden, so 
muss (nach §. 126, Folg. 2) seine Geschwindigkeit entweder 
gleich Null sein oder auf den drei Geraden AO, Am und Am 
senkrecht stehen; dies letztere ist jedoch nicht möglich, weil 
die Geraden AO^ Am und Am im allgemeinen nicht in einer 
Ebene liegen; mithin muss die Geschwindigkeit des, Punktes A 
gleich Null sein. 

Die Geschwindigkeit v" jedes dritten Punktes m' muss 
(nach §. 126, Folg. 2) auf den Geraden m'O und ni'A, d. h. 
auf der durch OA und in gehenden Ebene senkrecht stehen. 
Es giebt also wirklich ausser noch Punkte, deren Geschwin- 
digkeiten gleich Null sind, und dieselben liegen alle in einer 
Geraden, durch die sämmtliche Ebenen gehen, welche durch 
die übrigen Systempunkte senkrecht zu den entsprechenden 
Geschwindigkeiten gelegt werden können. Die Gerade OA 
ist die Momentanaxe in dem Sinne, wie wir sie im §. 26 de- 
finirt haben. 

Wir fallen nun aus den Punkten m und w! die Perpendikel 



*) Offenbar lassen sich die Punkte m und m immer so wählen, dass 
m nicht in der, durch Om senkrecht zu v gehenden Ebene liegt. 
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mP und mP' auf die Momentanaxe OA und bezeichnen dieselben 
mit h und h\ wobei die Punkte P und P' als Anfangspunkte 
gelten sollen. 

Auf das unveränderliche geometrische ProductÄÄ' wollen wir 

nun die Bedingung (4) §. 127 anwenden; dies giebt: vJi + vh = 0, 

das heisst: 

vJi cos (vJi) + vh cos (vh) = 0. (6) 

Hier sind die Grössen cos (vK) und cos (vh) nicht gleich 
Null, da die Ebenen 0mA und 0mA nicht zusammenfallen. 
Damit die Gleichung (6) möglich sei, müssen jene Cosinus 
entgegengesetzte Zeichen haben, und deshalb muss einer der 
Winkel (vh') und (vh) ein spitzer, der andere ein stumpfer 
sein. Man sieht aber leicht, dass die Summe dieser beiden 
Winkel immer 180^ beträgt. Verlegt man nämlich die Geraden 
Ä, h\ v, V, nach als gemeinsamem Ursprung (Fig. 50), ohne 

ihre Grösse jmd Richtung zu. ändern, so dass 
OM=h, OM = h\ 0(1 = v, Ofi' = v wird, 
so findet man, dass diese Geraden in einer und 
derselben Ebene liegen und dass die Winkel 
MO(i und M'Ofi Rechte sind; daher müssen 
V^ die die Winkel (vK) und (vh) repräsentirenden 
Winkel ^lOM' und ^lOM, da ihre Schenkel senk- 
recht auf einander stehen, entweder einander 
gleich sein oder sich zu 180^ ergänzen. Da nun der eine von 
ihnen spitz, der andere stumpf sein muss, so ist nur das 
letztere möglich, d. h. es ist: 

cos (vh')'= — cos (vh). 

Hiermit geht die Gleichung (6) über in 

vh' = vhy 
oder 

v :h = V :h\ (7) 

Diese Gleichung zeigt, dass alle GeschmndigJceiten den Ab- 
ständen der entsprechenden PunJcte von der Momentanaxe 'pro- 
portional sind'. 

Aus der Gleichung ^ iiOM + ^(iVM= 180^ folgt 
'^liOii=^MOM'] dies bedeutet, dass die Geschwindigkeiten 
V und V nach derselben Seite hin gerichtet sind, beide nach 

18* 
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rechts oder beide nach links für einen auf die Punkte m und 
m hinschauenden Beobachter^ dessen Füsse sich in und 
dessen Kopf sich in A befindet. 

Liegen die beiden Punkte m und m in derselben Ebene 
mit der Axe OAj so ist cos(i;A') = 0, cos(t?'Ä) =« 0, und aus 
der Gleichung (6), die in -0 = übergeht, ergiebt sich die 
Bedingung (7) nicht. 

Denken wir uns in diesem Falle einen nicht in der Ebene 
OmÄ gelegenen Punkt m" und bezeichnen wir mit v" seine 
Geschwindigkeit und mit Ä" seinen Abstand von der Axe OA, 
so hat man v:h=^v' :h" und v \Ji =^v' :h"y also v:h = v :h\ 

Aus der Proportionalität der Geschwindigkeiten und der 
Abstände der entsprechenden Punkte von der Momentanaxe 
schliessen wir, dass die Geschwindigkeiten aller Punkte einer 
beliebigen, der Axe parallelen Geraden einander geometrisch 

gleich sind. Das Verhältniss a =^ j- jeder Geschwindigkeit zu 

dem Abstände des entsprechenden Punktes von der Momentan- 
axe ist die ßotationswinkelgeschwindigkeit jeder durch die 
Momentanaxe gehende Ebene; sie bestimmt sich als die Ge- 
schwindigkeit eines Punktes, der die Entfernung Eins von der 
Axe hat. Man ist übereingekommen, dieselbe (wie schon im 
§. 26 gesagt wurde) durch eine Strecke OD darzustellen, die 
auf der Momentanaxe derart aufgetragen wird, dass ein Be- 
obachter mit den Füssen in und dem Kopf in D die Ge- 
schwindigkeiten nach der rechten Seite hin gerichtet sieht. 

Aus dem Obigen sieht man, dass man sich das ganze ge- 
gebene System von Geschwindigkeiten hervorgebracht denken 
kann durch eine Rotationsbewegung um eine die Richtung 
von 03 repräsentirende Gerade, mit einer Winkelgeschwindig- 
keit gleich cj. Nur in diesem Sinne betrachtet man die Be- 
wegung des Systems als eine Rotationsbewegung, wenn die 
Geschwindigkeit eines Punktes gleich Null ist. In Wirklich- 
keit kann dagegen die wahre Bewegung auch eine nicht ro- 
tatorische sein, d. h. es kann der Fall sein, dass das System 
keinen einzigen festen Punkt hat. Denn dass die Geschwindig- 
keiten aller Punkte der Geraden' 0-4 gleich Null sind, ist nicht 
die Bedingung der ünbeweglichkeit dieser Geraden; sie kann 
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nämlich eine Bewegung haben, bei der alle ihre Punkte in 
unendlich kleiner Zeit Wege durchlaufen, die von höherer 
Ordnung unendlich klein sind, als die von den übrigen System- 
punkten durchlaufenen Wege. Im allgemeinen kann die Mo- 
mentanaxe mit der Zeit ihre Lage im Räume und bezüglich 
der Systempunkte ändern, sogar in dem Falle, wenn es im 
Syst^eme einen fester^ Punkt giebt. Wir werden weiter 
unten sehen, wie diese Aenderung ihrer Lage vor sich geht. 

130. Lehrsatz 2. Jedes gegebene System tnöglicher Ge- 
schtmndigJceiten , das keine Translationsbewegung repräsefitirt, lässt 
sich zerlegen in ein System von BotationsgeschtmndigJceiten um 
einen beliebigen Punkt und ein System von Translations- 
geschmndiglceiten, dessen gemeinsame GeschunndigJceit geometrisch 
gleich der Geschwindigkeit des Punktes in dem gegebenen Ge- 
schwindigkeitssysteme ist. 

Beweis. Das gegebene System möglicher Geschwindigkeiten 

sei (v, V, v" ' • •) und k sei eine von diesen Geschwindigkeiten, 
nämlich diejenige, welche der Punkt hat. Hätten alle übrigen 

Punkte Geschwindigkeiten, die der k geometrisch gleich wären, 
so hätte man das System von Translationsgeschwindigkeiten 
(ifc, ky Ä, • • •). Bildet man die geometrischen Differenzen der 
Geschwindigkeiten des gegebenen Systems und der entsprechen- 
den Geschwindigkeiten dieses neuen Systems, so erhält man das 
folgende System von Geschwindigkeiten: 

w ==^v -^ky w' = V — ky w'' = v' — ^; • • • ; 

w^elches, wie im §. 123 bewiesen, gleichfalls ein mögliches 
System ist. In * diesem Systeme hat der Punkt die Ge- 
schwindigkeit k — Ä = 0; daher ist (w^ w y w'\ •••) ein System 
von Rotationsgeschwindigkeiten um den Punkt 0. Da nun 

V =^w -^-ky V =w -^-ky v' = w' -{-ky- " , 

so ist das gegebene System {v, Vy v" y • • •) aus dem Systeme 
der Rotationsgeschwindigkeiten (Wy Wy w", • • •) um den Punkt 
und aus dem' System von Translationsgeschwindigkeiten (ä,ä,ä«««) 
zusammengesetzt. 

Nach dem Lehrsatz 1. hat das Geschwindigkeitssystem 
(w, Wy w'y • • •) eine gewisse Momentanaxe und eine Momentan- 
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Winkelgeschwindigkeit , die sich folgendermassen bestimmen 

lassen. 

Es sei OP (Fig. 51) die Geschwindigkeit Tc des Punktes 

und 0/Lt, OiL, Oft", ••• gerade Strecken, die den übrigen 

Geschwindigkeiten des gegebenen Sy- 
stems Vy V, !;"••• geometrisch gleich 
sind. Die Strecken 




P|Lt" =v" — Ä, • • • 

sind dann den Geschwindigkeiten des 
Rotationssystems {w, w, w\ • • •) geometrisch gleich. Da diese 
letzteren nach Lehrsatz 1. auf der Momentanaxe der Rotation 
senkrecht stehen müssen, so liegen die Geraden P/li, Pft', Pft"- • • 
in einer und derselben, zu dieser Axe senkrechten Ebene. 
Mithin ist die Momentanaxe das Perpendikel OD auf die 
Ebene iiPfi. Zieht man die Geraden: 

so liegen dieselben gleichfalls in einer und derselben zu OD 
senkrechten Ebene; um daher die Momentanaxe zu finden, 
zieht man durch das Rotationscentrum zwei Strecken OM und 
0M\ geometrisch gleich zwei Rotationsgeschwindigkeiten w und w 
und errichtet das Perpendikel OD auf ihrer Ebene. Dabei sind 
w und w so zu wählen, dass OM und OM' nicht in eine 
gerade Linie fallen. 

Man sieht aus dieser Construction, dass die Strecken OPy 
Oft, Ofiy Oft", • • • eine gemeinsame Projection OB auf die 
Momentanaxe OÄ haben. 

Also hat jedes System möglicher Geschunndigkeiten die Eigen- 
schaft, dass alle Geschwindigkeiten eine gemeinschaftliche Projection 
auf eine und dieselbe Gerade haben. 

Es sei m die Projection eines Punktes von der Geschwin- 
digkeit V = 0(1 auf die Ebene MOM'. Nach der Eigenschaft 
der Rotationsgeschwindigkeiten muss die Strecke Om auf OA 
senkrecht stehen; denn sie ist geometrisch gleich dem Per- 
pendikel, das man aus dem Punkte, dessen Geschwindigkeit 
V ist, auf die Momentanaxe OA fällen kann. Zu gleicher Zeit 
ist sie jedoch auch senkrecht auf der Rotationsgeschwindigkeit 



— 279 — 

w = OM. Daher ist das Verhältniss a> == -g — = tan (JfmO) 

die Momentanwinkelgeschwindigkeit der Rotation für das System 
der Geschwindigkeiten (w, w\ w\ • • •). Wie schon in §. 26 
gesagt wurde, wird dieses Verhältniss durch eine Strecke 
02) = 03 dargestellt und auf der Momentauaxe aufgetragen. 

Die Geschwindigkeit v ist die geometrische Summe Ä; + w, 

und da die Rotationsgeschwindigkeit w für alle Punkte einer, 
der Momentanaxe parallelen Geraden dieselbe ist, so ist auch 

die Geschwindigkeit v dieselbe für alle Punkte einer durch m 
zur Momentanaxe gelegten Parallelen. 

Somit haben die FunMe, welche auf einer zur Momentan- 
axe parallelen Geraden liegen, GeschmndigJceiten j die einander 
geometrisch gleich sirid. 

Da die Wahl des Rotationscentrums willkürlich ist, so 
kann man ein und dasselbe System von Geschwindigkeiten 
auf verschiedene Weise in ein Rotations- und ein Translations- 
system zerlegen. Bei jeder Zerlegung bleiben die Richtung 
der Momentanaxe, die Grösse der Winkelgeschwindigkeit (o 
und der Sinn der Rotation dieselben. Um sich davon zu über- 
zeugen, vertausche man das Rotationscentrum mit einem 
anderen C, dessen Geschwindigkeit V ist. Zieht man nun 
OP' geometrisch gleich h\ so findet man, dass der Punkt F' 
in der Ebene /LtPft' liegt; folglich liegen die Strecken P'ft, 
P'ft', P'fA "; • • • > welche die neuen Rotationsgeschwindigkeiten 
der Systempunkte um 0' repräsentiren, in derselben Ebene, 
so dass die auf dieser Ebene senkrechte Gerade OA der Mo- 
mentanaxe der neuen Rotationsbewegung parallel ist. Als 
Winkelgeschwindigkeit der ersten Rotation kann man das Ver- 
hältniss von FF' zu dem aus Of auf OA gefällten P^pendikel 
Fig.*2. ^Q wählen (Fig. 52) und als Winkel- 

^r ^. geschwindigkeit der zweiten Rotation das 

Verhältniss von FF" zu dem aus auf 

2> ^ die der OA parallele Gerade O'Ä ge- 

'' fällten Perpendikel 0Q\ Diese beiden 

Perpendikel sind aber einander geometrisch 

gleich; folglich sind auch die Winkelgeschwindigkeiten beider 

Flotationen gleich. Trägt man auf der neuen Momentanaxe 
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eine Strecke O'IX gleich und von gleichem Sinne mit OD «= jy^ 

auf, so erhält man die Winkelgeschwindigkeit der neuen Ro- 
tation. Ein Beobachter mit den Füssen in (7 und dem Kopfe 
in ly sieht die Rotation des Punktes Q im positiven Sinne, 
d. h. von links nach rechts vor sich gehen. Denn wenn für 
den Punkt als Rotationscentrum die Geschwindigkeit des 
Punktes ^ durch eine Strecke dargestellt wird, die der PP' 
geometrisch gleich und im Sinne von P nach P' gerichtet ist, 
so stellt sich für 0' als Rotationscentrum die Geschwindigkeit 
des Punktes Q durch eine der Strecke FP' entgegengesetzte 
Strecke dar. Daher haben beide Rotationen denselben Sinn. 
Die Grösse und der Sinn der BoUdionswinkelgeschwindigkeit o, 
die auf der Momentanaxe aufgetragen wird, sind also u/näbhängig 
von der Lage des Rotationscentrums. 

131. Lehrsatz 3. Jedes System möglicher Geschwindigkeiten, 
das Teein Rotations- und kein Translationssystem ist, lässt sich 
durch eine Schraubenbewegung erzeugen^ d. h. durch eine Be- 
wegung, die aus einer Rotation um eine gewisse Axe und aus 
einer Translation parallel dieser Axe zusammengesetzt ist. 

Das vom Rotationscentrum auf die durch die Endpunkte 
aller Geschwindigkeiten gehenden Ebene fiPft'. gefällte Per- 
pendikel OB (Fig. 51, Seite 278) stellt die kleinste GeschwiuT 
digkeit dar und zugleich die Projection aller anderen Ge- 
schwindigkeiten auf die Momentanaxe. Diese kleinste Ge- 
schwindigkeit gehört den Punkten einer der Axe OD parallelen 
Geraden an, die man auf dieselbe Weise finden kann, in welcher 
oben diejenige Gerade construirt wurde, welche alle Punkte 
enthält, die eine gegebene Geschwindigkeit besitzen. Es sei 
CE diese Gerade. Die Richtung der Geschwindigkeit jedes 
ihrer Punkte fällt in sie selbst hinein. Das gegebene System 
von Geschwindigkeiten (v, v, v\ • • •) lässt sich ansehen als 
zusammengesetzt aus einem Systeme von Rotationsgeschwindig- 
keiten um d^n Punkt C und einem Systeme von Translations- 
geschwindigkeiten, deren jede geometrisch gleich der Ge- 
schwindigkeit jenes Punktes C ist; dabei haben die Rotations- 
geschwindigkeiten die Gerade CE zur Axe und ist o die 
'Winkelgeschwindigkeit. Folglich lässt sich das gegebene Ge- 
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schwindigkeitssystem hervorbringen durch eine Schrauben- 
bewegung, die aus einer Rotation um CE und einer dieser ge- 
raden parallelen Translation zusammengesetzt ist. Ebenso wie 
in §. 126, ist leicht zu sehen, dass alle Systempunkte bei 
dieser Bewegung Schraubenlinien von gleicher Ganghöhe be- 
schreiben. Bezeichnet nämlich S die Ganghöhe der von einem 
Punkte m beschriebenen Schraubenlinie und 6 die. Translations- 
geschwindigkeit OJB, so hat man H = 27t Cm • tan (0(iB) 

und tan(OuJB)= ^=5— == — y^.— : also ist H = . Diese 

Grösse hängt von der Lage des Punktes m nicht ab. 

Die Gerade CE, welche die Axe der Schraubenbewegung 
ist, heisst die Centralaxe, Ist C ihre Spur in der Ebene MOM! 
(Fig. 51, Seite 278), so steht die Gerade CO senkrecht auf 
der Ebene BOF und mithin auch auf OF, der Projection der 
Geschwindigkeit OP auf die Ebene MOM\ Da der Punkt will- 
kürlich ist, so kann man sagen, dass die Geraden, welche die 
Prqjectionen der Systempunkte auf eine zur Centralaxe senkrechte 
Ebene mit der Spur der Centralaxe in dieser Ebene verbinden, 
auf den Prqjectionen der entsprechenden Geschwindigkeiten auf 
dieselbe Ebene senkrecht stehen. 

Auf Grund dieser Bemerkung lässt sich die Centralaxe 
folgendermassen construiren. Man zieht durch einen beliebigen 
Punkt die Strecken Oft, O^iy O^i' geometrisch gleich den 
Geschwindigkeiten dreier Punkte m, m , m' , legt dann durch 
die Endpunkte ft, /li', /li" eine Ebene und fällt vom Punkte 
aus eine Senkrechte auf diese Ebene; diese Senkrechte ist der 
Centralaxe parallel. Hierauf bestimmt man in einer zu dieser 
Geraden senkrechten Ebene j^ie Projectionen zweier Punkte 
m und m und ihrer Geschwindigkeiten und errichtet in den 
Projectionen der Punkte Senkrechte auf die Projectionen der 
entsprechenden Geschwindigkeiten; der Schnittpunkt C dieser 
Senkrechten ist ein Punkt der Centralaxe. Die in diesem 
Punkte auf der Ebene errichtete Senkrechte ist die Centralaxe 
selbst. Diese Construction der Centralaxe ist von Poncelet 
gegeben. Weiter unten werden wir eine andere von Chasles 
gefundene Construction mittheilen. 

132. Wenn der Fall eintritt, dass die den Geschwindig- 
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keiten der Punkte m, w', m geometrisch gleichen Strecken 
0/Lt, Ofi', Oft" in einer Ebene liegen,*) so liegen die, den 
übrigen Geschwindigkeiten geometrisch gleichen Strecken Oyi" y 
0\i'"y*" ebenfalls in dieser Ebene; daher sind die Geschwin- 
digkeiten aller Systempmikte einer und derselben Ebene pa- 
rallel. In diesem Falle ist das Perpendikel OJB, welches die 
Geschwindigkeit der, der Gentralaxe parallelen Translations- 
geschwindigkeiten darstellt, gleich Null, und das gegebene Ge- 
schwindigkeitssystem besteht daher nur in einer Rotation um 
die Gentralaxe. 

Hierhin gehört als specieller Fall das Geschwindigkeits- 
system eines ebenen, unveränderlichen, in seiner Ebene sich 
bewegenden Punktsystems. 

Es giebt in diesem Falle keine, der Gentralaxe parallele 
Translationsbewegung. Der Schnittpunkt der Gentralaxe mit 
der Ebene des unveränderlichen Punktsystems ist hier derjenige 
Punkt, in welchem alle, in den verschiedenen Systempunkten 
auf den entsprechenden Geschwindigkeiten errichteten Senk- 
rechten oder, was dasselbe ist, die Normalen der Trajectorien 
zusammentreffen. Hieraus ergiebt sich der folgende Satz von 
Ghasles. 

Lehrsatz 4. Das Geschmndigkeitssystem einer unveränder- 
lichen, ebenen, in ihrer Ebene sich bewegenden Figur ist im all- 
gemeinen ein Rotationssystem um den Schnittpunkt aller Normalen 
der Trajectorien der verschiedenen Punkte der Figur. Diesen 
Punkt nennt man das Botationscentrum. Derselbe kann auch 
im Unendlichen liegen; dann ist das Geschwindigkeitssystem 
ein translatorisches. 

Auf diesen Satz gründet sich eine Methode zur Construction 
Fig. 53. der Normalen und Tangenten an gewisse 

Curven. Es mögen die beiden Punkte 
(Fig. 53) Ä und B der unveränderlichen 
Figur zwei gegebene Linien DE und 
FG beschreiben, und es sei die Methode 
der Gonstruction der Normalen an diese 
Linien bekannt. Zieht man nun die Normalen dieser Linien 




*) Während ft, fi\ fi" nicht in einer Geraden liegen. 
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in den Punkten Ä und B, so ergiebt sich das Rotationscentrum 
C als Schnittpunkt derselben. Nunmehr kann man die Nor- 
male der von irgend einem anderen Punkte M der unveränder- 
lichen. Figur beschriebenen Linie finden; diese Normale ist 
nämlich MC, Sind die Linien DE und FG Gerade, so ist 
die Trajectorie «jedes Punktes M eine Ellipse oder eine Gerade 
(wie aus der analytischen Geometrie bekannt ist). Diese Con- 
struction stimmt mit der auf Seite 42 und 43 für die Ellipse 
und Conchoide gegebenen überein. 

133. Lehrsatz 5. Jedes System möglicher Geschmndigkeiten 
kann man als aus zwei Systemen von RotationsgeschtmndigJceiten 
zusammengesetzt betrachten. 

Beweis. Man lege durch zwei Punkte Ä und Ä (Fig. 54) 
Ebenen, senkrecht zu den resp. Geschwindigkeiten « und «', 
Diese Ebenen schneiden sich im allgemeinen nach einer Ge- 
raden BB". Nimmt man auf dieser zwei Punkte B und B' 
an und zieht die Geraden BA, BÄ\ B'Äy B! Ä^ so findet 
man, dass (nach §. 126, Folg. 2) die Geschwindigkeit /3 des 





Punktes B auf AB und BÄ, also auf der Ebene ABÄ senk- 
recht steht; ebenso findet man, dass die Geschwindigkeit /3' 
des Punktes B! auf der Ebene AB' Ä senkrecht steht. Daher 
ist die Gerade AÄ die Schnittlinie der durch die Punkte B 
und B! gehenden und auf den Geschwindigkeiten dieser Punkte 
senkrechten Ebenen. Die Gerade AÄ hat also bezüglich BB! 
dieselbe Bedeutung, wie die Gerade BB! bezüglich AÄ. 

Auch sieht man leicht, dass alle die, durch die verschie- 
denen Punkte der Geraden AÄ senkrecht zu den Geschwin- 
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digkeiten dieser Punkte gelegten Ebenen durch BS gehen, 
und umgekehrt, dass alle, durch die verschiedenen Punkte der 
Geraden BS senkrecht zu den Geschwindigkeiten dieser Punkte 
gelegten Ebenen durch AÄ hindurchgehen. Wegen dieser 
Reciprocität der Geraden AÄ und BB> zm einander nennt 
Chasles sie coiijugirt Er hat gezeigt, dass die Geschwin- 
digkeiten der Punkte jeder dieser Geraden Rotationsgeschwin- 
digkeiten um die andere sind. Um sich hiervon zu überzeugen, 
nehme man an, dass AB und ÄS auf BS senkrecht stehen; 
die Längen AB und ÄS seien r und /. Da das geometrische 

Product rr unveränderlich ist, so gilt die Gleichung (5) §. 127: 



ßr -f- /S'r = ar -\- ar, 
wo 



r = AS + SB und r = AB — SB] 
hiermit wird: 



ßr' •i-ß'r = ß.ÄB- ß,SB + ßr .AS + ß^ . SB, 

Da aber ß auf AB und /3' auf AS senkrecht stehen, 
so ist: 

ß.ÄB = und ß^ .AS = 0; 

wegen der Unveränderlichkeit von BS muss aber 



ß' . SB = ß . SB 



sein; daher wird /3/ + /3V = und folglich 



ar + ar = 0, 
d. h. 

ar cos (ra) + ar cos (ra) = 0. (a) 

Diese Gleichung verlangt, dass cos(/a) und cos(ra') ent- 
gegengesetzte Zeichen haben, d. h. dass von den Winkeln 
{ra) und (ra') der eine spitz, der andere stumpf sei. Verlegt 
man r, /, a und a an einen und denselben Punkt, indem 
man sie durch geometrisch gleiche Strecken ersetzt, so zeigt 
sich, dass die Summe der Winkel (ra) und (ra') 180^ beträgt, 
und dass also co8(/a)= — cos(ra') ist; die Gleichung (a) 
wird dadurch 

ar — ar = oder a:r = a :r 

und sagt aus, dass die Geschwindigkeiten der verschiedenen 
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Punkte der Geraden AA den Entfernungen dieser Punkte 
von der conjugirten Geraden JBJB' proportional sind. 

Ausserdem kann man aus der Gleichheit der Winkel (eca) 
und (rr) schliessen, (wie in §. 129), dass die Geschwindigkeiten 
a und a denselben Sinn haben für einen Beobachter, der sich 
an BB' anlehnt und auf die Punkte Ä und Ä hinschaut. 
Folglich lassen sich alle Geschwindigkeiten der verschiedenen Punkte 
der Geraden AÄ durch eine Botationshewegung um die conjugirte 
Gerade hervorbringen, mit einer Winkelgeschwindigkeit gleich dem 
gemeinsamen Verhältniss jeder Geschwindigkeit zu dem Abstand 
des entsprechenden Punktes von der conjugirten Geraden, 

Ebenso lässt sich zeigen, dass alle Geschwindigkeiten der 
Punkte der Geraden BB^ durch eine Rotation um AÄ her- 
vorgebracht werden können, mit einer Winkelgeschwindigkeit 
gleich dem gemeinsamen Verhältniss jeder Geschwindigkeit zu 
dem Abstand des entsprechenden Punktes von der Geraden 
AÄ. Die Winkelgeschwindigkeit der ersten Rotation kann 
man (nach der Festsetzung des §. 26) durch eine auf der 

Geraden BB' aufgetragenen Länge a darstellen und die Winkel- 
geschwindigkeit der zweiten Rotation durch eine auf AÄ 

aufgetragene Länge b. Die Grösse und Richtung von a und 

6 bestimmen das ganze System der gegebenen Geschwindig- 
keiten {v, Vy t;", •••) vollkommen; denn man braucht dazu nur 
die Geschwindigkeiten dreier Punkte, z. B, A, Ä und B zu 
kennen, und diese Geschwindigkeiten lassen sich bestimmen, 

sowie a und b bekannt sind. Also kann man ein gegebenes 
Geschwindigkeitssystem (v, v\ v\ '-») als zusammengesetzt betrachten 
aus einem System von Eotationsgeschunndigkeiten um eine be- 
liebige Gerade und einem Systen^ von Rotationsgeschtvindigkeiten 
um die zu der ersteren conjugirte Gerade \ mithin lässt sich ein 
gegebenes Geschwindigkeitssystem durch eine Bewegung hervor- 
bringen, die aus den Rotationen um irgend zwei conjugirte Gerade 
zusammengesetzt ist 

134. Andererseits lässt sich, wie wir oben gesehen haben, 
ein gegebenes Geschwindigkeitssystem durch eine gewisse 
Schraubenbewegung erzeugen; folglich müssen die Winkel- 
geschwindigkeiten a und b zur Bestimmung der Elemente dieser 
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Schraubenbewegung , d. h. deren Winkelgeschwindigkeit w 

und der zu cd parallelen Translationsgeschwindigkeit 6 hin- 
reichend sein. 

Um dies darzuthun, kann man die Methode benutzen^ nach 
der in §. 126 (4. Fall) die Elemente der Schraubenbewegung 
einer Geraden bestimmt wurden. 

Es sei MN = u (Fig. 54, S. 283) das . gemeinschaftliche 
Perpendikel der conjugirten Geraden ÄÄ' und BB", d. h. ihr 

kürzester Abstand; NN' die Winkelgeschwindigkeit a, MM' 

die Winkelgeschwindigkeit h , MK = a die Geschwindigkeit 

des Punktes M und NE = ß die des Punktes N Da die 

Geschwindigkeiten a und ß auf der Geraden senkrecht stehen, 
so können alle Geschwindigkeiten dieser Geraden, wie wir in 
§. 126 (4. Fall) gesehen haben, durch eine Schraubenbewegung 
erzeugt werden, die sich folgendermassen bestimmt. Man ziehe 

durch den Endpunkt der Geschwindigkeit ß eine Strecke EF^ 

gleich und entgegengesetzt a, ferner die Verbindungslinien 
NF und FM, die auf NF senkrechte ED und die zu FM 
parallele Linie DO; dadurch erhält man den Punkt 0, dessen 
Geschwindigkeit die Translationsgeschwindigkeit der gesuchten 
Schraubenbewegung ist. Diese Geschwindigkeit ist geometrisch 
gleich der Geraden DE\ bezeichnen wir sie mit 6 und stellen 

wir sie durch die Strecke OL = DE dar. Die Richtung OL 

ist die Rotationsaxe; die Winkelgeschwindigkeit dieser Ro- 

FN 
tation aber ist gleich dem Verhältniss -^rr^ ; wir bezeichnen sie 

mit CO und stellen sie durch eine, auf der Rotationsaxe auf- 
getragene Strecke OH dar. Es bleibt noch zu beweisen, dass 
die durch die Translationsgeschwindigkeit 6 und die Rotations- 
geschwindigkeit (o bestimmte Schraubenbewegung der Geraden 
MN das System der gegebenen Geschwindigkeiten (v, v, v\ • • •) 
erzeugen kann. 

Zu diesem Zwecke zerlegen wir (nach Lehrsatz 2) dieses 
System in ein System von Rotationsgeschwindigkeiten um den 
Punkt und in ein System von Translationsgeschwindigkeiten 
mit der gemeinsamen Geschwindigkeit 6 und zeigen dann, dass 
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die auf der Momentanaxe aufgetragene Winkelgeschwindigkeit 

des Rotationssystems a ist. Zieht man durch den Punkt 

die Strecken OP = a, OQ = ß und OR geometrisch gleich 
der Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes der Geraden ÄA', 
so sieht man, dass die Ebene ROP auf der Geraden BB' 
senkrecht steht; denn alle Geschwindigkeiten der Punkte von 
AA' sind zu BB" senkrecht; folglich geht diese Ebene durch 
MN. Da aber OP und OB überdies (nach §. 126, Folg. 1) 
eine gemeinschaftliche Projection auf AÄ haben, so ist PR 
senkrecht auf AA'] mithin ist PR parallel zu MN und des- 
halb senkrecht auf der Ebene POQ, Hieraus folgt, dass OS, 
weil senkrecht auf PQy auch auf der Ebene RPQ, die durch 
die Endpunkte der drei Geschwindigkeiten 0§, OPy OR geht, 
senkrecht steht. Diese Eigenschaft besitzt aber nur die Mo- 
mentanaxe des Systems der Rotationsgeschwindigkeiten um 

den Punkt 0. Da ND^ß — 6 und NO senkrecht auf OH^ 
so ist das Verhältniss ^^ die Winkelgeschwindigkeit des Sy- 
stems der Rotationsgeschwindigkeiten; dieses Verhältniss ist 
der Winkelgeschwindigkeit co der Rotation der Geraden MN 
gleich. A.lso ist die Schraubenbewegung der Geraden MN 
eine solche, die das System der gegebenen Geschwindigkeiten 
erzeugt. 

136. Die Winkelgeschmndigkeit o der Schraubenbewegung 

ist die geometrische Summe der Winkelgeschunndigkeiten a und b 
der Rotationen um zwei conjugirte Axen. 

Beweis. Trägt man OG = b auf und zieht GH, so er- 
hält man ein dem Dreieck OQP ähnliches Dreieck OGH*^ 
denn OG ist senkrecht auf OQ, OH senkrecht auf PQ und 
es ist OQ : OG = PQ : 0H= u] also ist GH senkrecht auf 
OP und OP: GH= U] hiermit wird 

GH = — ss=z — = a und co = a + &. 

Beachtet man, dass 

a=^au, ß = bu\md^ {aß) = 180« — ^ (a6), 
so ergiebt sich aus den Formeln (2) und (3) §. 126: 
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c = [a« + 6« + 2a6 cos (a6)]*, 

uah Bin(a&) 

[a» + fe« + 2afc Qos(ab)]i' 

_L. Arn ub [b + acoaiahy] 

in: -^^ ^ a> _}. fts + 2ab cos (a6) ' 

Auf diese Weise bestimmen sich alle Elemente der Schrauben- 

bewegung aus den gegebenen Winkelgeschwindigkeiten a und h, 

136. Aus den Formeln des vorigen Paragraphen folgt: 

G)0 = uah 81X1 (ah). * (8) 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist nichts anderes als 
das Volumen eines Parallelepipedons, dessen Grundfläche- ein 

aus a und i construirtes Parallelogramm und dessen Höhe u' 
ist. Dieses Volumen ist sechsmal so gross als das des Te- 
traeders ÄB'A'B (Fig. 55), dessen gegenüberliegende Kanten 
Fig. 55. JB^ und ÄÄ' die auf den resp. Axen auf- 

-^^v — — -^ji' getragenen Winkelgeschwindigkeiten a und b 

/ j sind; dabei können die Punkte A und B will- 
-^b! kürlich auf diesen Axen gewählt werden. Man 
^ hat daher den Satz: 

Das Volumen eines Tetraeders, dessen gegenüberliegende 
Kanten die Winkelgeschtoindigkeiten zweier Botationen sind, die 
das gegebene Geschwindiglceitssystem hervorbringen können, hat 
einen constanten Wetih, d. h. es hat denselben Werth für jedes 
Paar congruirter Geraden*) 

137. Man sieht aus dem Vorhergehenden, dass die Gerade, 
in der der kürzeste Abstand MN der beiden conjugirten Ge- 
raden liegt, die Centralaxe schneidet. Auf diese Eigenschaft 
gründet sich folgende, von Chasles gegebene Construction 
der Centralaxe. 

Man wähle drei, nicht in gerader Linie liegende System- 
punkte A, B, C und construire die zu AB conjugirte 
Gerade AB', sowie die zu AG conjugirte ÄC'^ dann suche 
man den kürzesten Abstand DD' der Geraden AB^ und 
AB', sowie den kürzesten Abstand EE' von AG und 
AG', endlich noch den kürzesten Abstand zwischen DU 
und EE'\ die Richtung dieses letzteren ist die Centralaxe. 

*) Dieser Satz ist von Chasles. 
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Diese Construction hat einen Vorzug vor der in §. 130 ge- 
gebenen; denn sie setzt nur die Richtung der Geschwindig- 
keiten dreier Punkte als bekannt voraus; die Grösse der Ge- 
schwindigkeiten kommt dabei nicht in Betracht. 

138. Wir fügen hier einige Bemerkungen über gewisse 
specielle Lagen der conjugirten Geraden bei. 

1) Ist die Gerade AÄ der Centr alaxe parallel, so sind 
die Geschwindigkeiten ihrer Punkte, wie wir oben gesehen, 
einander geometrisch gleich; legt man also durch diese Punkte 
Ebenen senkrecht zu den entsprechenden Geschwindigkeiten, 
so sind diese Ebenen sämmtlich parallel; also fallt in diesem 
Falle die conjugirte Gerade JBJB' ins Unendliche. Die Rotation 
um 3^ ist durch eine Translation ersetzt, und die Rotation 
um AÄ hat eine Winkelgeschwindigkeit, die der Winkel- 
geschwindigkeit (ö der Schraubenbewegung geometrisch gleich ist. 

2) Ist die Gerade AÄ zu der Geschwindigkeit eines ihrer 
Punkte senkrecht, so steht sie auch auf den Geschwindigkeiten 
aller ihrer anderen Punkte senkrecht (§. 126, Folg. 2), und 
daher gehen alle Ebenen, die durch die Punkte von AÄ gehen 
und auf den entsprechenden Geschwindigkeiten senkrecht stehen, 
durch AÄ hindurch; somit ist in diesem Falle die Gerade AÄ 
sich selbst conjugirt. Gleichwohl kann man die Gerade AÄ 
nicht als die zusammenfallenden Axen zweier Rotationen be- 
trachten, die das gegebene Geschwindigkeitssystem hervor- 
zubringen vermögen. 

3) Ist das gegebene Geschwindigkeitssystem ein rota- 
torisches, so ist die Momentanaxe der Rotation jeder geraden 
Linie conjugirt. Da aber die Geschwindigkeiten ihrer Punkte 
Null sind, so ist die Winkelgeschwindigkeit der Rotation um 
jede zu ihr conjugirte Gerade gleich Null. 

4) Im Falle der Schraubenbewegung können zwei conjugirte 
Gerade nicht in derselben Ebene liegen. Wenn sie sich nämlich 
schneiden würden, so wäre die Geschwindigkeit ihres Schnitt- 
punktes gleich Null, was bei einer Schraubenbewegung nicht 
möglich ist. Wenn sie aber parallel wären, so müssten die 
Geschwindigkeiten aller ihrer Punkte auf ihrer Ebene senk- 
recht stehen, und ausserdem müssten die Geschwindigkeiten 
der Punkte jeder der beiden Geraden einander gleich sein; 

Somoff, Mechanik I. 19 
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dies kann jedoch nur in einem rotatorischen oder trans- 
latorischen Systeme der Fall sein. 

139. In einem gegebenen Geschwindigkeitssysteme 
(Vy v\ v", • • •) bestimmt jeder Punkt m mit seiner Geschwin- 
digkeit V die Ebene P, die durch m geht und zu v senkrecht 
ist. Denjenigen Punkt einer Ebene, dessen Geschwindigkeit 
auf der Ebene senkrecht steht, nennt man den I^tillptinkt der 
Ebene*,*) es ist also m der Nullpunkt der Ebene P. Somit 
ist durch das gegebene Geschwindigkeitssystem ein System 
von Ebenen (P, P', P", • • •) bestimmt, deren Nullpunkte die die 
gegebenen Geschwindigkeiten besitzenden Punkte (m, m, w",-«-) 
sind. Die Ebenen P, P', P", • • • stellen ein gewisses Gebilde 
dar, das mit dem durch das System der Nullpunkte m, m\ m", • • • 
bestimmten Gebilde in polarer Beziehung steht; d. h. die beiden 
Gebilde stehen in einer derartigen Abhängigkeit von einander, 
dass einem Punkte des einen Gebildes im anderen eine Ebene 
entspricht. Daher entspricht der geraden Verbindungslinie 
zweier Punkte des einen Gebildes im anderen die Schnittlinie 
der jenen Punkten entsprechenden Ebenen; einer Fläche, welche 
Punkte des einen Gebildes enthält, entspricht im anderen die 
Fläche, welche die Enveloppe der jenen Punkten entsprechenden 
Ebenen ist. Jedes Paar einander in den beiden Gebilden ent- 
sprechender, nicht zusammenfallender Geraden repräsentirt ein 
Paar conjugirter Axen für zwei Rotationsbewegungen, durch 
welche das System der gegebenen Geschwindigkeiten erzeugt 
werden kann. In der That, aus der Definition der conjugirten 
Geraden folgt, dass die Ebenen P und P', deren Nullpunkte 
m und m' sind, sich in der zu min conjugirten Geraden 
schneiden. Sind nun ^ und [i zwei Punkte in der Schnitt- 
linie der Ebenen P und P', so sind die Geraden mfi und m'ft 
senkrecht auf der Geschwindigkeit des Punktes fi; folglich ist 
der Punkt fi der Nullpunkt der Ebene m(im\ Ebenso ist fi 
der Nullpunkt der Ebene miim\ Also entspricht die Gerade 
mrn der Geraden fift' und ist ihr conjugirt. 



*) Nach Möbius; der Verfasser bedient sich der von Ghasles ein- 
geführten Bezeichnung Brennpunkt (foyer). 

Anm. d. üebers. 
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J)en Nullpunkt jeder gegebenen Ebene P kann man leicht 
auf folgende Weise finden. Man wählt in der Ebene P zwei 
Punkte A und Bj legt durch dieselben die Ebenen Q und i? 
senkrecht zu den Geschwindigkeiten jener Punkte und bestimmt 
den Schnittpunkt der drei Ebenen P, §, JB. Derselbe ist der 
Nullpunkt der Ebene P; denn seine Geschwindigkeit muss 
senkrecht stehen auf den beiden Geraden, in denen die Ebene 
P die Ebenen Q und i? schneidet (§. 126, Folg. 2). 

Der Nullpunkt der Ebene P hat eine unbestimmte Lage, 
wenn die Geschwindigkeiten aller Punkte der Ebene P auf 
ib: senkrecht stehen. Die Ebene P hat keinen Nullpunkt, 
wenn die^ Geschwindigkeiten aller ihrer Punkte einander geo- 
metrisch gleich und gegen die Ebene geneigt sind. 

In einer gegebenen Ebene P giebt es im allgemeinen eine 
Gerade, deren Punkte Geschwindigkeiten besitzen, die ins- 
gesammt in die Ebene P fallen. Hiervon kann man sich 
folgendermassen leicht überzeugen. Man errichte auf der Ebene 
P in ihrem Nullpunkte m ein Perpendikel und lege durch 
irgend einen Punkt m desselben eine Ebene P', die ihren 
Nullpunkt in m hat, d. h. eine Ebene, die auf der Geschwin- 
digkeit des Punktes w! senkrecht steht. Die Schnittlinie der 
Ebenen P und P' ist die zu rnrn conjugirte Gerade; folg- 
lich ist die Geschwindigkeit jedes ihrer Punkte fi auf der 
Ebene m\im senkrecht und liegt daher in der Ebene P. Die 
Gerade VT\ welche die Eigenschaft hat, dass die Geschwindig- 
keiten ihrer Punkte in der Ebene P liegen, hat Chasles die 
Ghm-dkteristik der Ebene P genannt. Da die Charakteristik 
der Ebene P und die im Nullpunkte auf der Ebene errichtete 
Senkrechte conjugirte Gerade sind, so kann das gegebene Ge- 
schmndigJceitssystem (vy v, v\ • • •) dfwrcÄ eine Bewegung hervor- 
gebracht werden, die zmammengeseM ist aics einer Botation um 
die Charakteristik einer beliebigen Ebene und aus einer Botation 
um die im Nullpunkte auf dieser Ebene errichtete Senkrechte. 
Die letztere Bewegung bewirkt ein Gleiten der Ebene P längs 
ihrer ursprünglichen Lage. 

Eine Ebene hat keine Charakteristik, wenn die Geschwin- 
digkeiten aller ihrer Punkte einander geometrisch gleich sind 

und nicht in der Ebene liegen; in diesem Falle liegt die 

19* 
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Charakteristik im Unendlichen. Wenn die Geschwindigkeiten 
der Punkte der Ebene P auf der Ebene senkrecht stehen, aber 
nicht gleich sind, so ist das Geschwindigkeitssystem ein Ro- 
tationssystem um eine Momentanaxe, die in der Ebene P 
liegt und die Stelle der Charakteristik vertritt. Sie lässt sich 
dadurch bestimmen, dass man die Ebene P mit den geraden 
Verbindungslinien der Endpunkte ungleicher Geschwindigkeiten 
schneidet (s. §. 126, Fall 3). 

140. Jede in der Ebene P durch den Nullpunkt m ge- 
zogene Gerade L hat die Eigenschaft, dass sie auf den Ge- 
schwindigkeiten aller ihrer Punkte senkrecht steht (§. 126, 
Folg. 2); daher hat jede Gerade L, die zwei conjugirte Gerade 
D und z/ schneidet, dieselbe Eigenschaft; denn ihr Schnitt- 
punkt mit D ist der Nullpunkt der durch L und z/ gehenden 
Ebene. 

Auf Grund dieser Eigenschaft lässt sich die Normalebene 
einer Curve construiren, die von irgend einem Punkte m eines 
unveränderlichen Systems bei irgend einer möglichen Bewegung 
desselben beschrieben wird; dies geschieht folgendermassen. 
Man bestimme zwei Paare conjugirter Geraden (D, ^) und 
(ly, z/') (was immer möglich ist, wenn man die Richtungen 
der Geschwindigkeiten dreier Punkte kennt, d. h. die Richtungen 
der Tangenten an die Trajectorien dieser Punkte, s. §. 137) 
und ziehe durch m eine Gerade i, welche D und ^ schneidet 
und eine Gerade L\ die Z)' und ^ schneidet; die Ebene der 
Geraden L und L' ist die gesuchte Normalebene der Tra- 
jectorie des Punktes m. Das auf dieser Ebene errichtete Per- 
pendikel ist somit die Tangente der Trajeetorie. 

Aus dieser Eigenschaft folgt auch, dass zwei Paare con- 
jugirter Geraden (D, z/) und (2/, ^) die vier Erzeugenden 
eines und desselben geradlinigen Hyperboloids sind, das durch 
die Bewegung einer Geraden L längs dreier von diesen vier 
Geraden, z. B. längs der drei Geraden D, ^ und IX, erzeugt 
werden kann. Die Geschwindigkeit des Schnittpunktes der 
Geraden L und 1/ ist nämlich senkrecht auf Z, weil L die 



beiden conjugirten Geraden D und ^ schneidet; dieselbe ist 
aber auch senkrecht auf der zu 1/ conjugirten Geraden zf, 
weil sie eine Rotationsgeschwindigkeit um ^ ist. Hierzu ist 
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aber erforderlich, dass die Gerade L in derselben Ebene mit 
A liegt; folglich gleitet die Gerade L, bei ihrer Bewegung 
längs den Leitlinien D, ^, If zugleich längs A hin und es 
liegt daher z/' auf dem durch die Bewegung von L erzeugten 
Hyperboloid. 

Aus den Eigenschaften der conjugirten Geraden, der Null- 
punkte und Charakteristiken von Ebenen ergeben sich viele 
andere bemerk-enswerthe geometrische Sätze, die man in der 
Abhandlung von Chasles: „Proprietes geometriques relatives 
au mouvement infiniment petit d un corps solide libre" (Com- 
ptes rendus 1843) und in der Abhandlung von Mannheim: 
„Etudes sur le deplacement d'une figure de forme invariable" 
(Memoires presentes par divers savants ä Tinstitut imperial 
de France T. XX) findet. 

141. In §. 123 ist gezeigt worden, dass zwei Systeme 
möglicher Geschwindigkeiten sich zu einem einzigen Systeme 
möglicher Geschwindigkeiten zusammensetzen lassen; sind also 

(t«, li', w", •") ^^^ (^; ^'; ^"j*") 2wei Systeme möglicher Ge- 
schwindigkeiten eines freien unveränderlichen Punktsystems 
(m, m', m", •••), so liefern die geometrischen Summen: 



+ 1 / \ f ff n \ ff 

ein neues System möglicher Geschwindigkeiten derselben Punkte. 
Aus drei Geschwindigkeiten w^ w\ w\ die drei nicht in einer 
Geraden liegenden Punkte m, m', m" angehören, kann man, 
wie oben gezeigt wurde, eine Schraubenbewegung finden, welche 
das ' ganze System der resultirenden Geschwindigkeiten {w^ 
w'j w\ • • •) zu erzeugen vermag. In speciellen Fällen reducirt 
sich diese Bewegung entweder auf eine Translation oder auf 
eine Rotation allein. Der erste Fall tritt ein, wenn die drei 
Geschwindigkeiten einander geometrisch gleich sind; der zweite 
dann, wenn die Ebenen, deren Nullpunkte m, m, m" sind, 
sich in einer und derselben Geraden schneiden, d. h. wenn die 
Geraden mm, mm" und m'm" eine gemeinschaftliche conjugirte 
Gerade haben. Diese letztere ist dann die Momentanaxe des 
Systems von Rotationsgeschwindigkeiten {w, w\ w\ • • •). Ein 
solches Geschwindigkeitssystem ist auch dann ein rotatorisches, 
wenn die Punkte m, m', m" die Nullpunkte einer und derselben 



— 294 — 



Ebene mmm" und die Geschwindigkeiten w^ w, w" nicht geo- 
metrisch gleich sind. In diesem Falle liegt die Momentanaxe 
der Rotation in der Ebene mmm' und ist durch die Schnitt- 
punkte derselben mit den die Endpunkte der Geschwindigkeiten 
Wj w\ w" verbindenden Geraden bestimmt. 

Sind die beiden ursprünglichen Geschwindigkeitssysteme 
(w, w', M ', • • •) und («;, v', v", • • •) translatprische, so ist auch 
das aus ihnen resultirende System {Wj w\ w\ • • •) ein trans- 
latorisches. Ist dagegen eins der ursprünglichen Systeme ein 
Translations-, das andere ein Rotationssystem, so wird das re- 
sultirende System entweder eine Schraubenbewegung oder nur 
eine Rotation; dabei ist die Centralaxe im ersten Falle und 
die Momentanaxe der Rotation im zweiten parallel der Mo- 
mentanaxe des ursprünglichen Rotationssystems, und die Winkel- 
geschwindigkeiten beider Systeme sind einander geometrisch 
gleich. 

142. Betrachten wir nun speciell die Zusammensetzung 
zweier Systeme von Rotationsgeschwindigkeiten; dabei seien 

ihre momentanen Winkelgeschwindigkeiten a und h gegeben 
und als Längen in bekannter Weise auf den entsprechenden 
Rotationsaxen aufgetragen. Es bieten sich hier folgende Einzel- 
falle dar. 

1) Die WinJcelgeschwiiidiglceiten a und h liegen nicht in einer 

Ebene. Dann kann man die Geraden a und h als ein Paar 
conjugirter Geraden des resultirenden Geschwindigkeitssystemes 
ansehen; nach §. 135 lassen sich dann die Elemente derjenigen 

Schraubenbewegung bestimmen , welche 

das Geschwindigkeitssystem {w, w\ «<;",•••) 

erzeugen kann. 

2) Die Winkelgeschwindigkeiten a und b 

liegen in einer Ebene und schneiden sich. 

Den Schnittpunkt kann man dabei als den 

Anfangspunkt von a und b ansehen. 

Es sei (Fig. 56) ÖP= ä und "Ö^= fei 
Dann ist die Winkelgeschwindigkeit des 
resultirenden Systems (w?, w', w'\ • • •) die geometrische Summe 

der Winkelgeschwindigkeiten a und b. 




->Ä 
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Bet^ms, Für jeden Punkt m der Ebene POQ sind die 
Geschwindigkeitscomponenten u und v auf dieser Ebene senk- 
recht, und deshalb ist auch ihre geometrische Summe w = u-^v 
auf derselben Ebene senkrecht. Stehen aber die Geschwindig- 
keiten aller Punkte einer Ebene senkreckt auf der Ebene, so 
ist das ganze Geschwindigkeitssystem (nach §. 139) entweder 
ein Translationssystem (wenn nämlich die Geschwindigkeiten 
aller Punkte der Ebene einander geometrisch gleich sind), oder 
ein Botationssystem (wenn die Geschwindigkeiten nicht alle 
einander gleich sind). Im vorliegenden Falle ist die Geschwin- 
digkeit des Punktes gleich Null; folglich ist das System 
(w, w\ uf\***) ein rotatorisches. Die Momentanaxe desselben 
muss durch den Punkt gehen und in der Ebene FOQ liegen, 
da diese Ebene auf den Geschwindigkeiten aller in ihr ent- 
haltenen Punkten senkrecht steht Um die Richtung dieser 
Geraden zu bestimmen, muss man noch einen ihrer Punkte 
suchen. Man erhält einen solchen in dem Schnittpunkte der 
Ebene POQ mit der geraden Verbindungslinie der Endpunkte 
der Geschwindigkeiten irgend zweier Punkte dieser Ebene, 
deren Geschwindigkeiten nicht geometrisch gleich sind. 

Betrachten wir nun die Punkte P und Q und bezeichnen 
wir ihre Geschwindigkeiten bei der resultirenden Bewegung 

mit w und w. Da P auf der Momentanaxe a liegt, so ist 
seine Geschwindigkeit bei der Rotationsbewegung um diese 
Gerade gleich Null; deshalb ist w die Geschwindigkeit des 

Punktes P bei der Rotation um die Axe h und also gleich 
dem Producte aus 0^ in die auf OQ gefällte Senkrechte PD, 
d. h. gleich der Fläche des Parallelogramms OPRQ, das sich 
über OP und OQ construiren lässt. Ebenso findet man, dass 
w' gleich der Fläche desselben Parallelogramms ist. Somit 
sind w und w' einander gleich; sie sind überdies von ent- 
gegengesetzter Richtung; die ihre Endpunkte verbindende Ge- 
rade schneidet daher die Ebene POQ und der Schnittpunkt 
C halbirt die Strecke PQ. Man sieht hieraus, dass die Mo- 
mentanaxe des Systems (w, w', %v\ • • •) die Diagonale OR des 
Parallelogramms PO QU ist. 

Bezeichnet nun c die Winkelgeschwindigkeit des resul- 
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w die Geschwindigkeiten der Punkte A und B. Da m? = 6'^5, 
w = a* AB und 6 < a, so ist w <iw'j folglich schneidet die 
Verbindungslinie der Endpunkte von w und w die Verlängerung 
der Geraden Ali in einem Punkte (7, dessen Geschwindigkeit 
Fig. 58. gleich Null sein muss. Femer ist CA : CB = 

^, ^jg = m; :«<?' = 6 : a, d. h. die Abstände CA und 

^_^ ^p C7JB sind den Grössen a und 6 umgekehrt pro- 

I portional. Dieselbe Eigenschaft hat jeder Punkt 

^—^ — o' der zu OP parallelen Geraden CB\ folglich ist 

CB die Momentanaxe des resultirenden Ge- 
schwindigkeitssystems. Bezeichnet c die Winkelgeschwindig- 
keit der Rotation um diese Axe^ so ist: 

cBC = aAB und C'AC = l'AB, 

woraus folgt: 

c{BC - AC) = (a'-'h)'AB oder € = a — b. 

Endlich muss die Rotation um CB denselben Sinn haben, 
wie die um OP, Also ist die auf der Axe CB aufzutragende 
Winkelgeschwindigkeit c gleich der Differenz der Winkel- 
geschwindigkeiten a und b und hat denselben Sinn wie die 
grössere von ihnen. 

5) Die Winkelgeschwindigiceiten a und b sind parallel und 
gleichy aber von entgegengesetztem Sinne, 

Dann ist das resultirende System {w, w, w\ • • •) ein trans- 
latorisches; die gemeinschaftliche Geschtvindigkeit ist senkrecht m 

der Ebene der Geraden a und b und gleich dem Producte aus 

der WinJcelgeschurindigkeit a in den Abstand der Geraden a und b. 

Beweis. Es sei (Fig. 59) ÖP = a, Ö^ == 6 und ^ JB die 

gemeinsame Senkrechte auf beiden Geraden. In dem resul- 

Fig. 59. tirenden Systeme (w;, w\ w\ • • •) ist die Ge- 

o \ ^^ seh windigkeit w jedes Punktes der Geraden OB 

Q \ , . gleich b' AB und die Geschwindigkeit w jedes 

Punktes von O'Q gleich a- AB. Da aber a = & 
ist, so ist auch w = w'. Femer haben diese Geschwindig- 
keiten dieselbe Richtung; sie stehen nämlich senkrecht auf 
der Ebene OBQO\ Man sieht also, dass die Geschwindig- 
keiten aller Punkte der Ebene der Geraden a und b auf dieser 
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Ebene senkrecht stehen, nach derselben Seite hin gerichtet 
und einer und derselben Grösse a*ÄB gleich sind. Zwei 
gleiche, parallele und entgegengesetzt gerichtete Winkelgeschwin- 
digkeiten hat Poinsot ein Botationspaar genannt. Der Ab- 
stand AB der Winkelgeschwindigkeiten heisst der Arm des 
JPaares, Aus dem Gesagten geht nun hervor, dass ein Bo- 
tationspaar ein translatorisches System von Geschtvindigkeiten er- 
zeugt, dessen gemeinsame Geschwindigkeit gleich ist dem Arm des 
JPaareSj multiplicirt mit der Winkelgeschumdigkeit 

Umgekehrt: Jedes translatorische Geschwindigkeitssystem kann 
durch ein Botationspaar erzeugt werden^ das in einer m der ge- 
meinsamen Translationsgeschmndigkeit senkrechten Ebene liegt. 
JDabei sind die Winkelgeschmndigkeit und der Arm des Paares 
so m nehmen^ dass ihr Produ>ct gleich der Geschwindigkeit der 
Translation toird. 

Zwei, in derselben, oder in zwei parallelen Ebenen liegende 
Paare /erzeugen ein und dasselbe System von Translations- 
geschwindigkeit^, wenn die Producte aus den Winkelgeschwin- 
digkeiten in die Arme gleich und die Geschwindigkeiten beider 
Paare von demselben Sinne sind. 

Drei oder mehr Systeme von Rotationsgeschwindigkeiten 
um einen und denselben Punkt von den Winkelgeschwindig- 
keiten CO, cd', c", • • • lassen sich zu einem einzigen System von 
Rotationsgeschwindigkeiten um dieselbe Axe zusammensetzen, 
mit einer Winkelgeschwindigkeit gleich der geometrischen 

Summe co -f- ß^ ' + ß'" + •"• ß^^i oder mehr Systeme von 
Rotationsgeschwindigkeiten mit den parallelen Winkelgeschwin- 
digkeiten ö, cd', cd", ••• lassen sich in ein einziges System von 
Winkelgeschwindigkeiten zusammensetzen, mit einer Winkel- 
geschwindigkeit, die ebenfalls der geometrischen Summe 

CO + cd' -f- co" -f- • • • gleich ist. Haben alle Geschwindigkeits- 
componenten denselben Sinn, so geht diese geometrische Summe 
in eine arithmetische über, und die Richtung der resultirenden 
Geschwindigkeit ist parallel und von gleichem Sinne mit den 
Componenten. Haben aber die Componenten m, a\ cd", ••• 
verschiedenen Sinn, so muss man, um die Grösse der resul- 
tirenden Winkelgeschwindigkeiten zu finden, die Summen der 
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Gomponenten des einen und des anderen Sinnes bilden und 
die kleinere Summe von der grösseren subtrahiren; die Differenz 
ist die Grösse der resultirenden Winkelgeschwindigkeit. Sie 
ist allen Gomponenten cd, cd\ ö", ••• parallel und hat den 
Sinn derer, die die grössere Summe bilden. 

Die Lage dieser resultirenden Winkelgeschwindigkeiten lässt 
sich folgendermassen bestimmen. Man suche die Lage der 

Winkelgeschwindigkeit co -|- o', dann die Lage der aus 

cö + Gj' und o" resultirenden Winkelgeschwindigkeit, u. s. f., 
bis man die Resultante aller Winkelgeschwindigkeiten erhält. 
Doch lässt sich, wie wir gleich zeigen werden, die Lage jener 
Resultante auch direct finden. 

Es seien (Fig. 60) A, Ä\ Ä' , ••• die Spuren der Winkel- 
geschwindigkeitscomponenten in einer zu ihnen senkrechten 

Ebene, die Spur der resultirenden Winkel- 
geschwindigkeit, Ox und Oy zwei zu einander 
. senkrechte Axen, (ic, y) {x, y))'" ^i^ Co- 
ordinaten der Punkte A, J.', • • • bezüglich dieser 
^ Axen und cd, cd', co", • • • die Werthe der Winkel- 
geschwindigkeitscomponenten, wobei diejenigen 
als positiv gerechnet werden mögen, welche die absolut grössere 
Summe geben; überdiess wollen wir annehmen, dass die erste 
Compopente co positiv sei. 

Denken wir uns nun diejenigen Geschwindigkeiten, die 
der Punkt haben würde, wenn er mit jeder der Winkel- 
geschwindigkeitscomponenten einzeln rotiren würde. Da die 
geometrische Summe dieser Geschwindigkeiten gleich Null sein 
soll, so muss die Summe ihrer Projectionen auf die Axe Ox 
' gleich Null sein. Die Geschwindigkeit OB des Punktes 
bei seiner Rotation um die durch A gehende Axe mit der 
Winkelgeschwindigkeit ü ist gj'AO und ihre Projection auf 
die Axe Ox ist: 

(O'AO cos (BOx) = m-AO sm{AOx) = my. 

Ebenso findet man, dass die Rotationsgeschwindigkeit des 
Punktes um die durch Ä gehende Axe gleich + a • A'O 
ist; ihre Projection auf die Axe Ox ist daher cD^^y, welches 
Zeichen auch o' und y' haben mögen. Dasselbe gilt von den 
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Projectionen der übrigen Rotationsgeschwindigkeiten des Punktes 
0. Man schliesst hieraus^ dass 

diese Bedingung bestellt für jede Richtung der Axe Ox, Nennt 
man, wie dies gewöhnlich geschieht, das Product aus der 
Winkelgeschwindigkeit in ihren Abstand von dieser Axe das 
Moment in Bezug auf diese Axe, so kann man sagen, dass die 
algebraische Summe der Momente aller Winkelgeschrnndigkeits- 
componenten bezüglich jeder Axe, die durch geht, gleich Null 
sein muss. Man hat hiernach auch:* 



2J(ox = mx + cj'^ + • * • =* 0- 

Gesetzt nun, es seien {x, y), (x\ y),-" die Coordinaten 
der Punkte A, A', Ä\ • • • in Bezug auf Axen, deren Ursprung 
nicht in liegt, und es seien a und ^ die Coordinaten von 
O, so sind {x — «, y — ^), {x — a, y — ß), *" die Coordinaten 
der Punkte Aj A\ Ä\ • • • in Bezug auf die neuen Axen, und 
man hat nach d^m Obigen: 

2;co(a; — «) = 0, Z!G)(y — ß) = 
oder : 

a2Jc3 = 2Jg)x, ßZ(o = Say^ (a) 

woraus für die Coordinaten des Punktes folgt: 

« = -T^> ß = -^ ' 

Aus den Gleichungen (a) sieht man, dass das Moment der re- 
sultirenden Winkelgeschunndiglceit Sco bezüglich irgend einer durch 
den Punkt gehenden Axe gleich der Summe der Momente aller 
WinkelgeschwindigJceitscomponenten bezüglich derselben Axe ist. 

Hat man durch die Coordinaten a und ß die Lage des 
Punktes gefunden, so zieht man durch ihn eine Parallele 
zu den Winkel geschwindigkeitscomponenten und trägt auf dieser 
Geraden die Grösse 27c} auf, im Sinne der Componenten, welche 
in der Summe Z(o das Zeichen + haben. 

143, Die hier entwickelten Eigenschaften der möglichen 
Geschwindigkeiten eines freien unveränderlichen Punktsystems 
lassen sich ebenso leicht auch mit Hülfe der allgemeinen 
Formeln für die Projectionen der Geschwindigkeiten auf drei 
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zu einander rechtwinklige Axen beweisen. Diese von Euler*) 
aufgestellten Formeln kann man auf folgende Weise erhalten. 

Man zerlegt das gegebene System der möglichen Ge- 
schwindigkeiten (v, v', v'V") i^ ®^^ Rotationssystem {w,WyW\-") 
um den Punkt 0, dessen Geschwindigkeit h ist und in ein 
Translationssystem von der gemeinsamen Geschwindigkeit Tc. 
Dann wählt man drei zu einander rechtwinklige und mit den 
Punkten des Systems unveränderlich verbundene Coordinaten- 
axen Oxy Oy, Oz. Es seien nun a, ß, y die Projectionen der 
Geschwindigkeit ft auf diese drei Axen; x^ y, z die Coordinaten 
eines beliebigen Punktes %; v^^ Vy, Vz die Projectionen seiner 
Geschwindigkeit v; Wx, Wy, Wz die Projectionen der entsprechen- 
den Rotationsgeschwindigkeit w\ Ay B, C die Punkte auf den 
Coordinatenaxen, welche, wie in §. 25, in einem Abstände 
gleich der Einheit vom Anfangspunkte liegen; p die Pro- 
jection der Geschwindigkeit des Punktes JB auf die Axe OZy 
q die der Geschwindigkeit des Punktes C auf die Axe Ox und 
r die der Geschwindigkeit des Punktes Ä auf die Axe Oy. 

Die Geschwindigkeit w hat dieselbe Bedeutung wie die 
Grösse t«/' in §. 25, d. h. sie ist die geometrische Derivijte 
der mit den Coordinatenaxen fest verbundenen Strecke Om] 
daher erhält man ihre Projectionen auf die Coordinatenaxen 
nach den Formeln (3) §. 25, und zwar: 

Wx = qz — ry, 

Wy = rx — pZy (9) 

Wz=py—qx. 

Da die Geschwindigkeit v die geometrische Summe der 
Geschwindigkeiten w und h ist, so ist: 

Vx = CC + Wx, Vy = ß-^ Wy, Vz = y + Wz, 
d. h. 

Vx = a + qz — ry, 

Vy = ß + rx — pz, (10) 

Vz = y+py — qx. 

Die Formeln (9) zeigen, dass (s. §. 26) das System der 

*) Mdmoires de rAcad^mie de Berlin 1750: Dicouverte d'un noaveau 
principe de m^caniqae. 
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Rotationsgeschwindigkeiten {w, w\ w\ • • •) eine Moment-anaxe 
der Rotation hat, deren Gleichungen sind: 

q^ — ry = 0, rx — pz = 0, py — qx =^ 0, 

und dass py q, r die Projectionen der auf der Momentanaxe auf- 
getragenen Momentanwinkelgeschwindigkeit m auf die Coor- 
dinatenaxen sind, wie schon in §. 26 gezeigt wurde. 

Grösse und Richtung von o hängen von der Wahl des 
Coordinatenursprunges nicht ab. Um sich davon zu über- 
zeugen, verlege man den Anfangspunkt nach dem Punkte 0', 
dessen Coordinaten a, 6, c und dessen Geschwindigkeit ¥ ist. 
Bedeuten nun «', ß^j y die Projectionen dieser Geschwindig- 
keiten auf die Coordinatenaxen, so hat man nach den For- 
meln (10): 

a ==> a '\- qc — r6, 

^ =ß-\-ra~ pc, (11) 

Eliminirt man mit Hilfe dieser Formeln «, /3, y aus den 
Formeln (10), so folgt: 

«^a; = « + 2 (-2^ — C) -- ^ (y — &)^ 

'^y = ? ■\- r{x—a) — p{z — c), (12) 

Vz = y + p{y — V) — q(po — a), 

wo X — a, y — 6, — c die Coordinaten des Punktes m sind 
in Bezug auf den vorigen parallele Axen mit dem Ursprung 
in (7 und p, g, r wiederum die Projectionen der Rotations- 
winkelgeschwindigkeit um (7 auf diese Axen; es ist somit 

diese Winkelgeschwindigkeit geometrisch gleich o, wa_s mit 
§. 129 übereinstimmt. 

144, Um eine das gegebene Geschwindigkeitssystem er- 
zeugende Schraubenbewegung zu finden, muss die Lage des 
Punktes (7 so gewählt werden, dass die Geschwindigkeit ¥ 
in die Momentanaxe fällt. Diese Bedingung drückt sich fol- 
gendermassen aus: 

«' = + fÄ', ßr = ±lk', y' = ±^Ä'; (13) 

woraus folgt: 
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Ä' = + ^ {ap + ?q + yV); 

dies geht infolge der Formeln (11) über in den Ausdruck 

Ä' = + - (ap + /3g[ + yr) = + Jfc cos (fco), 

welcher zeigt, dass die Translationsgeschwindigkeit der Schrauben- 
bewegung gleich der gemeinsamen Projection aller Geschwin- 
digkeiten auf die Momentanaxe ist. Sie hat -denselben oder 
den entgegengesetzten Sinn wie co, je nachdem der Winkel 
(Jcio) ein spitzer oder ein stumpfer ist. 

Eliminirt man Tc aus den Gleichungen (13), so erhält man 
die Gleichungen 

qy — rß' = 0, ra — py = 0, pßf — qa = 0, 

die wegen der Formeln (11) die folgende Gestalt annehmen: 

qy — rß — a^a + p (pa + 9^6 + rc) = 0, 

rcc — py — 03^6 + q(.P(^ + 3[^ + ^^) = 0, (14) 

pß — qa — co^c + r{pa -{- qi -{- rc) = 0. 

Dies sind die Gleichungen der Centralaxe. Eine Gleichung 
ist die Folge der beiden übrigen; daher haben die Coordinaten 
a, 6, c unendlich viele Werthe. Gesetzt, es bedeuten a, h, c 
die Coordinaten des Endpunktes des vom Punkte auf die 
Centralaxe gefällten Perpendikels q. Die Bedingung, dass q 
auf CO senkrecht steht, liefert dann: 

pa -{- qb -^ rc = 0; 

hiermit erhält man aus den Gleichungen (14): 

^=^2(qy'-rß), h=^,(ra-py), c =~(pß — qa\ {15) 

und hieraus folgt: 

9 = ^ [(qy - rß)^ + (ra — pyf + {jßß -. g«)«]i , 

was leicht überzuführen ist in: 

k sin {)cm) 



Q = 



<o 



Hier ist nun h sin(jfc(ö) = (xo die Projection der Geschwin- 
digkeit des Punktes auf eine zur Centralaxe senkrechte 
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Ebene^ zugleich aber auch die Rotationsgeschwindigkeit dieses 
Punktes um die Centralaxe. 

146« Ebenso leicht lässt sich auf Grund der Formeln (10) 
die Eigenschaft; der conjugirten Rotationsaxen (§. 133) beweisen. 

Bedeutet nämlich u den. Abstand des Punktes (x, y, z) 
von irgend einem andern Punkte {% riy 5;), so ist: 



UV 



und nach den Formeln (10); 



uv = {x — I) {a + qz — ry) + (y — rj) (ß + ^^— P^) + 
Diesen Ausdruck kann man auch schreiben: 



uv = a(x — l^) + ß{y — rj)'\ry(is — t) + 



oder auch: 



X 


y 


e 


p 


q. 


r 


% 


V 


t 



uv = (x — I) (« + gg — rri) + (y — 1?) (/S + r^—pt) + 

+ (^— 0(y+i>^ — 2Ö- 
Der letztere Ausdruck ist die Summe der Producte der 

Projectionen der Strecke- w und der Projectionen der Geschwin- 
digkeiten des Punktes (S, ^, t) auf die Coordinatenaxen, d. h. 
er stellt das geometrische Product dieser beiden Grössen dar; 

bezeichnet man daher mit s die Geschwindigkeiten des Punktes 
(S; Vi t)} so ist UV = US, und dies bedeutet so viel, als dass 
-ji = ist. Steht die Geschwindigkeit v senkrecht auf w, so 

ist £ entweder senkrecht auf u oder gleich Null; für diesen 
Fall ergiebt sich die Gleichung: 

X y z 

a(x^i) + ß(y-rj) + Y(z-t)+ pqr =0.(16) 

Dieselbe ist bei constanten x, y, z und veränderlichen 
I, iy, § die Gleichung der Ebene P, deren Nullpunkt der 
Punkt (x, y, z) ist (§. 139). Bei constanten S, i^; 5 ^^^ ver- 
änderlichen a?, y, z dagegen ist sie die Gleichung der Ebene 



Somoff, Mechanik. I. 
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77, deren Nullpunkt der Punkte (|, i], g) ist. So drückt also 
diese Gleichung die polare Beziehui^ zwischen dem System 
der Punkte (x, y, z) und dem der Punkt (|, t^» S) aus. Ver- 
tauscht man den Punkt {x, y, z) mit einem anderen nicht in 
der Ebene P gelegenen, so erhält man die Gleichung: 



«(«'-!) + ^(y'- ^) + y(/ _ g) + 



= 0, (17) 



X y z 
:P q r 

welche bei constanteh x\ y, z die Ebene P' darstellt, deren 
Nullpunkt in (x\ y, /) liegt; die beiden Gleichungen (16) 
und (17), beide mit constanten o?, y, z, o?', y\ z' und ver- 
änderlichen %y ij, % genommen, stellen daher zusammen die 
Schnittlinie z/ der Ebenen P und P' dar. Diese Gerade ist 
zu der durch die Punkte (a?, y, z) und {x^ y\ z) gehenden 
Geraden D conjugirt. 

Wir werden nun beweisen, dass d die Rotationsaxe für 
die Geschwindigkeiten der Punkte von IX ist. 

Da die Geschwindigkeit v des Punktes {x, y, z) auf jd 
senkrecht steht, so kann man sich eine solche Rotations- 
bewegung um ^ denken, bei der der Punkt (x^ y, z) die Ge- 
schwindigkeit V hat. Es ist nun zu zeigen, dass in diesem 
Falle der Punkt (x, y , /) die Geschwindigkeit v erhält. 

Die Winkelgeschwindigkeit a dieser Bewegung muss gleich 
dem Verhältniss der Geschwindigkeit v zu dem Abstand h 
des Punktes (x, y, z) von ^ sein und auf z/ nach der Regel 
des §. 26 aufgetragen werden. Bezeichnet man die Projectionen 
von a auf die Coordinatenaxen mit p, q\ /, so erhält man 
nach den Euler'schen Formeln die folgenden Ausdrücke für 
die Projectionen der Geschwindigkeit v auf die Coordinatenaxen: 

^x = q(^ — t) — r (y — Tj), 
Vy-=r(x--^)-jf>'(z-i), (18) 

r.=p(y-v) — a(^ — ^)' 

Jetzt werden wir die Projectionen der Geschwindigkeit v' 
auf die Coordinatenaxen bestimmen und zeigen, dass sie aus 
den vorigen hervorgehen, wenn man x, y, z durch x, y, z' 
ersetzt. 



Ist Q der Abstand der Punkte (x, y, z) und {x, y, /•) von 
einander; so erhält man aus dem bekannten Ausdruck für ein 
geometrisches Product die Gleichung: 

{X — X) V'x + {y — y) Vy + {Z — Z) V\ = VQ. 

Da aber v auf d und auf der geraden Verbindungslinie 
der Punkte (x\ y, z) und (|, i^; S) senkrecht steht, so hat 
man noch die zwei Gleichungen; 

(^x — I) v a, + (y — Ti) Vy + (/ — Ö v\ = 0. 
Aus diesen drei Gleichungen folgt: 

«x = $[2'(/-S)-/(y-^)], 



Vy = ^ [r (x - g) - / (/ - m, 



(19) 



^'^ = ^ [P'(2/' - ^) — 2 (^'— S)L 



wo 



z/ = 



a? — 0?, y — y, ;? — ^ 



i> 



X — I, j/' — 1?; / — & 

Diese Determinante ändert sich nicht, wenn man zu den 
Elementen der dritten Zeile die der ersten addirt; man erhält 
dadurch : 



^ = 



= {x — x) 



q r 



X — X, y — y, z — z 
X — ^, y — riy ^ — 5 

+ {y-y') 



r p 



+ 



+ (^ - /) 



x — ly y — n 

" Dieser Ausdruck geht wegen der Formeln (18) über in: 

{X — X') Va: + (j/ — y) 'Vy + iz — Z) V, = VQ. 

Da aber^ = ist, so wird vq = vq] also z/ = vq, 

und die Formeln (19) gehen in die aus den Formeln (18) ent- 

20* 
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springenden über, wenn man x, y, z mit x, y\ z ver- 
tauscht. 

Wir schliessen hieraus, dass die Geschwindigkeiten v und 
V y gleichwie auch die Geschwindigkeiten der übrigen Punkte 
der Geraden D durch eine Rotation um z/ mit der Winkel- 
geschwkdigkeit a hervorgebracht werden können. Ebenso 
findet man, dass alle Geschwindigkeiten der Punkte der Ge- 
raden /l durch eine Rotation um D mit einer gewissen Winkel- 
geschwindigkeit 6 hervorgebracht werden können. 

146, Wir haben oben gesehen, dass, wenn eine Gerade 
auf der Geschwindigkeit eines ihrer Punkte senkrecht steht, 
sie auch auf den Geschwindigkeiten ihrer sämmtlichen übrigen 
Punkte senkrecht steht. Eine' solche Gerade muss als sich 
selbst conjugirt angesehen werden und kann nicht zur 'Ro- 
tationsaxe gewählt werden. Fasst man alle diese Geraden zu- 
sammen und betrachtet sie getrennt von allen übrigen Geraden 
des Raumes, so bilden sie einen geometrischen Ort, den 
Plücker*) einen Liniencomplex genannt hat. Zwischen den 
Coordinaten der Punkte (a?, y, z) und (|, ri, ^ einer solchen 
Geraden L besteht die Gleichung (16), die in folgender Form 
geschrieben werden kann: 

«(^~ S) + ß{y — n) + y{^—1) +p{n^—ly) + 

q {ix -,lz) + r{ly-,ix) = 0, (^O) 

wobei die Grössen «, ^, y, jp, j, r als constant und 

^-S; y — n, ^ — g, (21) 

TflZ — gy, t,X—Uy iy - V^ (22) 

als die Variablen zu betrachten sind. Die letzteren sechs 
Grössen nennt man die Coordinaten der Geraden i, weil man 



*) Neue Geometrie des Raumes, gegründet auf die Betrachtung der 
geraden Linie als Raumelement, Leipzig, 1868. 

Zeuthen: Notes sur un Systeme de coordonn^es lin^aires dans 
Tespace. Mathem. Annalen, herausgegeben von A. Clebsch und C. 
Neumann. L Band, 1869. 

Drach: Zur Theorie der Raumgeraden und der linearen Complexe. 
Ib. IL Band, 1870. 

F. Klein: Zur Theorie der Liniencomplexe des ersten und zweiten 
Grades. Ib. IL Band, 1870. 

P. Chelini: Sulla nuova Geometria de^ Complessi. Bologna 1871. 
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mit ihrer Hilfe die Lage dieser Geraden bestimmen kann. 
Zu diesem Zwecke zieht man von dem Coordinatenursprung 
O als Anfangspunkt aus eine Strecke r, die die Grössen (21) 
zu Projectionen hat, sowie eine Strecke /x, deren Projectionen 
(22) sind. Die Ausdrücke (22) zeigen, dass /x diejenige Ge- 
schwindigkeit ist, welche der Punkt haben würde, wenn die 
durch und die Gerade L gehende Ebene um L rotiren 
würde, mit einer Winkelgeschwindigkeit gleich r, die auf L 
vom Punkte (|, ly? §) Dach {x, y, z) aufgetragen wäre. Zieht 
man also durch eine Senkrechte zu ft und r und trägt auf 
ihr, (nach rechts hin für einen in der Richtung von r stehen- 
den Beobachter, der auf /x hinschaut) eine Strecke h = — auf, 

so ist die durch den Endpunkt von h gezogene Parallele zu r 
die Gerade L. 

Die Coordinaten (21) und (22) der Geraden L, die aus 
den Coordinaten zweier ihrer Punkte zusammengesetzt sind, 
lassen sich 'auch durch andere ersetzen, die aus den Coordinaten 
zweier, in der Geraden L sich schneidender Ebenen zusammen- 
gesetzt sind. 

Die Gleichung Ax -^ By -{- Cz = D der Ebene P ist 
durch die Verhältnisse 

7-1 ^ _-B _ G 

bestimmt, welche man die Coordinaten der Ebene P nennen 
kann. Sind A, (t, v eben solche Coordinaten der Ebene 77, 
so können die sechs Grössen 

l — A, m — /x, n — V, fin — vm, vi — An, Am — fil (23) 

zur Bestimmung der Schnittlinie L der Ebenen P und 77 
dienen; man nennt sie deshalb Coordinaten der Geraden L. 
Gesetzt, L gehe durch die Punkte (x, y, z) und (|, i^; t)i so 
hat man die Gleichungen: 

Ix + my + w;8f = 1, Z| -f- mri + ng = 1, 

Aa; + fty + 1/^ = 1, A|'+ ^n-\-vt,= 1, 

aus welchen folgt: 
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l{x^^) + m{y-ri) + n{z-0 = 0, 

(^ — l) X -{- (ii — rnjy -{- {v — n)z = 0, 

l(x-i) + (i{y-v) + v{z - g) = 0, 

(A - Z) I + (ft ~ m) 12 + (1/ - n) g = 0; 

aus diesen Gleicliuiigen ergeben sich die Proportionen: 

a? — g ^^ y— ^ ^^ g — g ^^ yz — Sy ^^ tx — jz ^_ Sy — i^a? ^ 

f»y — n(i nl — Iv lit, — ml X — l p, — m v — n ' 

mit Hilfe dieser Proportionen lassen sich in der Gleichung 
des Complexes (20) die Coordinaten (21) und (22) durch die 
Coordinaten (23) ersetzen, wodurch man erhält: 

a{mv — nft) + ß{^^ "" ^^) + y(^f^ — ^^) + jp(^ — + 

+ g(^ - m) + r{v — n) = 0. (24) 

Wählt man zu den Ebenen F(l, m, n) und i7(A, /x, v) 
diejenigen, deren Pole (x, y, z) und (J, r\y y sind, so lassen 
sich die Coordinaten Z, w, w, A, /x, v durch die Geschwindig- 
keiten V und h jener Punkte bestimmen. Da nämlich die Ge- 
schwindigkeiten V und £ auf der Geraden L senkrecht stehen, 
so hat man: 

(^ - g) t^x + (y — 12 ) ^y + (^ - 5) t^. = , 
(^ - S) fx + {y-n) h + ('^- SK = 0, 

wo t?aj, Vy, V* die Projectionen von v und fa;, fy, f« die Pro- 
jectionen von £ auf die Coordinatenaxen sind. Es ergeben 
sich daher die folgenden Formeln: 

1 "Ox OL -\- qz — ry 

' ' ax -\- ßy -\' yz ' 

^ ^ , ^ ß + rx+pz 

ax + ßy + yz' 



n = 



11 = 



XVx 


+ 


yvy 

Vy 


-j- ZVz 


XVx 


+ 


yVy 

Vz 


-{- ZVz 


XVx 


+ 


yvy 

fx 


+ ZV» 


i^x 


+ 


TJBy 

«y 


+ {:«* 


h^x 


+ 


TJ€y 
tz 


+ t'* 



__ y + py — qx 

ax-^- ßy + yz' 
2 ^_ £f ^^ f^ + qt — rrj 

' " ^i + ßn + vr 



(25) 



ß + ri-p£ 



«5 + (5i? + yf' 

^ y +p^ — g§ 
4«« + n^y + S^* «S + (5^ + yt ' 

Liegt der Punkt (|, i^; S) in der Charakteristik der Ebene 
P, deren Pol (a;, y, z) ist, so liegt (nach §. 139) die Geschwin- 
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cligkeit a in der Ebene P; also muss die Bedingung sv = 
erfüllt sein, d. h. es ist: 

oder 

ZA + Wft + wv = 0. (26) 

Diese Gleichung bestimmt in Verbindung mit Gleichung 
(24) bei variablen k, ft, v die Charakteristik. 

Die Gleichung (26) lässt sich mit Hilfe der Formeln (25) 
auf die Form bringen: 

K« + Q^ — '^V) + ^{ß + ^S — i>0 + n{y+pri — jg) = 

oder 

l, m, n . 

aZ + ^m + yn+ p, q, r =0. (27) 

(20) und (27) sind die Gleichungen der Charakteristik in den 
gewohnlichen Coordinaten |, ri, J. 

Aus den Formeln (10) sieht man, dass alle Punkte, deren 
Geschwindigkeiten einander geometrisch gleich sind, auf einer, 
zur Momentanaxe parallelen Geraden liegen; denn wenn die 
Grössen Vxy Vy, Vz constant und x, y^ z veränderlich sind, so 
sind (10) die Gleichungen einer Geraden, die der Geraden 

qz — ry = 0, rx — pz ^=0, py — qx = 

parallel ist. Alle Ebenen P, deren Pole (o?, y, 0) in einer 
solchen Geraden liegen, sind einander parallel; also liegt die 
Gerade ^, die zu D conjugirt ist, im Unendlichen, wenn die 
letztere der Momentanaxe parallel ist. Eine zur Momentan- 
axe parallele Gerade nennt Plücker einen Durchmessen* des 
Complexes (20). 

Die Ebene P steht auf dem ihr zugeordneten Durchmesser 
senkrecht, wenn die Geschwindigkeit des Pols (x, y, 0) die 
Richtung des Durchmessers hat; diese Eigenschaft kommt der 
Centralaxe zu; deshalb nennt auch Plücker die Centralaxe 
Axe des Complexes. 

14:1. Mit Hilfe der Formeln (10) lässt sich eine allgemeine 
Methode für die Zusammensetzung mehrerer Systeme möglicher 
Geschwindigkeiten entwickeln. 
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Es seien (F), (F'), (F"), ••• die gegebenen Systeme mög- 
licher Geschwindigkeiten^ die zu einem einzigen Systeme möglicher 
Geschwindigkeiten (J7) zusammengesetzt werden sollen; wir 
wollen dabei voraussetzen, dass jedes gegebene System in ein 
Translations- und ein Botationssystem zerlegt sei, und zwar 
seien Ay Äy -4", ••• die Rotationscentra, Ä, Ä', Ä;", ••• die Ge- 
schwindigkeiten der Translationssysteme und o, o', ©", ••• 
die Winkelgeschwindigkeiten der Rotationssysteme. Wir wählen 
nun einen beliebigen Punkt als Ursprung der rechtwinkligen 
Axen OXy Oy, Oz und bezeichnen mit (a, 6, c), (a, 6', c),»-' 
die Coordinaten der Punkte Äy Ä'y J.", •••; mit (cc, ßy y), 
(a, ß^y /), • • • die Projectionen der Geschwindigkeiten k. Je, fc",-" 
auf die Coordinatönaxen; mit (py q, r), (p, q'y /),••• die Pro- 
jectionen der Winkelgeschwindigkeiten o, o', o", ••• auf 
dieselben; mit (vxy Vy, Vz)y (vj, Vyy Vz')y • • • die Pro- 
jectionen der, einem und demselben Punkte M{Xy jfy z) in den 
Systemen (F), (F'), (F"), ••• zugehörigen Geschwindigkeiten 
v, Vy v'y • • • auf die Coordinatenaxen. Nach den Formeln (10) 

hat man: 

Vx = (^ + q{z — c) — r{y — 6), 



• Addirt man diese Grössen, so erhält man die Projection 
auf die Axe Ox derjenigen Geschwindigkeit, welche der Punkt 
{Xy yy z) in dem resultirenden Systeme (Z7) hat. Bezeichnet 
man diese Geschwindigkeit mit u, ihre Projectionen auf die 
Coordinatenaxen mit w^, w^, u, und eine Summe gleichartiger, 
den Systemen (F), (F'), (^")**'* angehöriger Grössen mit 27, 
so hat man: 

tix = 27« — Z!(qc — rb) + z2Jq — yUr 

und ebenso 

Uy = 2?/3 — 27(ra — pc) + ^27r — zUp, 

Ug = Uy — Il{ph — qd) + y27|? — xSq. 

Setzt man: 

^ = 27« — 27(äc — rh)y 

JB = £ß- 2J(ra - pc)y (28) 

(7= 27y — 2;(2}& — 2«); 
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F=2:p, Q=^2Jq, R = i:r, (29) 

so hat man: 

Uy = B + Rx— Pz, (30) 

u, = C + Py — Qx. 
Die Summen Ua^ Uß, 2Jy in den Formeln (28) sind die 

Projectionen der geometrischen Summe Ä + ^' + ^'' + • • • ^luf 
die Äxen und 

— {qc - rb), — (ra - pc), - (ph — qa) 

sind die Projectionen der Geschwindigkeit, welche der Coor- 
dinatenursprung bei einer Rotation um den Punkt A mit der 
Winkelgeschwindigkeit ct> haben würde; daher ist die Trans- 
lationsgeschmndigkeit K des resultirenden Systems (JJ) die geo- 
metrische Summe aller Translationsgeschrnndigheiten h, ¥, Jc\"^ 
der gegä>enen Systeme (V), (V), (F"), ••• und aller der Ge- 
schwindigkeiten ^ welche der Punkt bei den Rotationen um die 
Punkte Ay Äy Ä\ ••• mit den Winkelgeschmndigkeiten o, o', co", ••• 
haben unirde. Die Formeln {29) und (30) zeigen, dass die 
Winkelgesehtmndigkeit Sl des resultirenden Systems {TT) die geo- 
metrische Summe der WinkelgeschuHndigkeiten o, o', o", • • • ist. 
Gesetzt, jedes der gegebenen Geschwindigkeitssysteme 

(F); (F); (F');'** s^i ^^ ^"^ Rotationssystem um einen und 
denselben Punkt und in ein Translationssystem mit der, 
diesem Punkte zukommenden Geschwindigkeit k zerlegt; dann 
ist a = 0, 6 = 0, c = 0, a = 0, &' = 0, • • • und A = 2Jaj 
B^Uß, C=2Jy. 
Specidle Fälle. 

1) Die Winkelgeschwindigkeit ß oder die geometrische 

Summe der Winkelgeschwindigkeiten o + o' + o" + • • • ist 
gleich Null, d. h. Up «= 0, 27^ = 0, 27r = 0. Dann ist das 
resultirende System (ZT) ein Translationssystem mit der Ge- 
schwindigkeit k. 

2) Die Translationsgeschwindigkeit k ist gleich Null; d. h. 
-4 =s 0, J? = 0, C = 0. Dann ist ( U) ein Rotationssystem 
um den Punkt mit der Winkelgeschwindigkeit ß. 

Dieser Fall tritt unter anderem ein, wenn die Geschwin* 
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digkeitssysteme (F), (F'), •••• Rotationssysteme um 4en Punkt 
sind, d. h. wenn Ä = 0, // = 0, — , a = 0, 6 = 0, c = C^ 
a = 0, 6'== 0, — . Hieraus ergiebt sieh die Regel (§. 142) 
für die Zusammensetzung von Winkelgeschwindigkeiten, deren 
Richtungen sich in einem Punkte schneiden. 

3) k = 0, Ä = 0, d. h. ^ = 0, 5 = 0, C= 0, P = 0, 
ö = 0, R = 0. Dann sind alle Geschwindigkeiten des Systems 
(ü) gleich Null. Diesen Fall kann man den Fäll des Gleich- 
gewichts der gegebenen GeschwindigTceitssysteme (F), (F'),--* 
nennen. 

4) Das resultirende System (JT) ist ein Rotationssystem 
um einen gewissen Punkt (S, ri, g). Dies kann nur dann der 
Fall sein, wenn die Ausdrücke (30) für gewisse Werthe von 
X, y, z zu Null werden können, d. h. wenn es endliche Grössen 
I, ri, g giebt, die den Gleichungen genügen: 

B + R^-Pt = 0, (31) 

C+Pi?-ei = 0. 

Hierzu ist erstens erforderlich, dass die drei Grössen 
P, Q^ R nicht gleichzeitig Null sind, d. h. dass die Winkel- 
geschwindigkeit fl nicht Null ist. Zweitens erfordert ein gleich- 
zeitiges Bestehen der Gleichungen (31) die Erfüllung der Be- 
dingung: 

ÄP+BQ'irCR = oder ZÄ = 0. (32) 

Man sieht hieraus, dass in diesem Falle die Translations- 
geschwindiglceit K entweder gleich Null oder senkrecht zu der 
Winkelgeschwindigkeit Sl gerichtet sein muss. Der erstere Fall 
ist oben unter 2) besprochen worden. In beiden Fällen aber 
ist {TT) ein Rotationssystem und die Gleichungen (31) stellen 
dessen Momentanaxe dar; die Winkelgeschwindigkeit ist Sl. 
Sind die Translationsgeschwindigkeiten k, k', k'\ ••• gleich 
Null, so ist 

2;a = 0, 2:/3 = 0, 27^ = 0, 
und die Bedingungsgleichung (32) nimmt die Form an: 
Zp • Zicic — rh) + Uq • Z!(ra — pc) + 2Jr'2J(ph — qa) = 0. 
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Diese Gleichung ist unter anderem erfüllt, wenn alle 
Winkelgeschwindigkeiten co, o', co", ••• einander parallel sind; 
denn dann lassen sich alle Rotationsgeschwindigkeiten des 
Punktes um die Punkte Ä, A\ J.", ••• mit den Winkel- 
geschwindigkeiten cö, (o\ co", •••, da sie auf den Richtungen 
der letzteren senkrecht sind, zu einer einzigen Geschwindig- 
keit K zusammensetzen, die in einer zu jenen Richtungen 
senkrechten Ebene liegt. Da nun die geometrische Summe 

ß = oj -[- co' + o" + • • • den Componenten parallel gerichtet 

ist, so ist sie auf K senkrecht; folglich ist KSl = 0. Sind 

ferner A, ft, v die Winkel, welche Sl mit den Coordinatenaxen 

bildet, so bilden die Componenten co, co', co", • • • mit den Axen 

dieselben Winkel oder deren Supplemente; man kann daher 

setzen: 

^ = ocosA, g = a}Cosft, r = (öcosi/, 

wo CO die Winkelgeschwindigkeit der Rotation um den Punkt 

Ä bedeutet, mit + oder — genommen, je nachdem sie dem 

Sinne nach mit ß übereinstimmt oder nicht. Dadurch wird 

aber : 

Ä = — ^(qc — rh) = cosv2J(ob — cos ft27a}C, 

B == — Z!(ra — pc) = cob12J(oc — cos vUcoa, 

C = — 2J(jph — qa) = cos ^2Jc3a — cos A27a}6, 

und die Gleichungen der Momentanaxe (31) gehen über in: 
(Zlcjh — rjSl) cosv — (Ucoc — ^Sl) cos/x = 0, 
{£(oc — ^Sl) cos A — {S(oa — |5i) cos i/ = 0, 
{Zfxia — |5i) cosft — (27a} 6 — riSl) cosA = 0, 

wo Sl = 27(ö ist. 

Diese Gleichungen werden, unabhängig von den Werthen 
der Winkel A, ft, v, erfüllt, wenn man setzt: 

270}« — |Ä = 0, 27co6 — 12^=0, 2;coc— £5^ = 0, 

d. h. 

Der durch diese Coordinaten bestimmte Punkt hat fol- 
gende bemerkenswerthe Eigenschaft: wenn man die Winkel 
A, (t, V ändert, ohne die Grösse der Winkelgeschwindigkeits- 
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componenten (Oy (o\ ca'y • • • und die Lage der Punkte Ay Äj 
ul", ••• zu ändern, so bleibt die Lage des Punktes (S, 12 7 i) 
dieselbe. Ein solcher Punkt neisst Centrum des Systems paralleler 
WinJcelgeschtmndigJceiten o, o' (o\ • • • 

Die in §. 142 dargelegten Regeln für die Zusammen- 
setzung paralleler Winkelgeschwindigkeiten sind in den vor- 
stehenden Formeln mitenthalten. 

148. Wir kehren nun zu dem Falle zurück, wo die Trans- 
lationsgeschwindigkeiten jfc, Tc'j 1c\ • • • gleich Null sind, während 
die Winkelgeschwindigkeiten co, co', co", • • • nicht parallel zu 
sein brauchen. Es seien Z, V, T, • • • die Geschwindigkeiten, 
welche dpr Punkt haben würde, wenn er um die Punkte 
Ay Äy ul", ••• mit den Winkelgeschwindigkeiten o, «d', o", ••• 

rotiren würde. In diesem Falle ist: £"= Z + T + T + •••7 
und somit: 



zß = (i + r -f r + ...) (w + ö + ui' + ...). 

Führt man die Multiplication dieser beiden geometrischen 
Summen nach der in §. 23 gegebenen Begel aus, indem man 

beachtet, dass die geometrischen Producte ?©, XaS^ ?"«",••• 
gleich Null sind, weil l auf cd senkrecht steht und ebenso X 
auf co', Z" auf co", u. s. w., so erhält man: 



JS3i = Zco' + Zco" + ••• + ?© + r©" + 
was sich schreiben lässt: 



• . • 



KSl = 2:(i(ö' + r©); (34) 

dabei bedeutet H die Summe aller geometrischen Producte 
der Grössen Z, T, T', • • • in die nichtentsprechenden der Grossen 
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l(o' «= (rh — qc)p + (pc — ra) q + (qa — pb) r 
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so ist 



• 


p q r 






p q r 


1(0 


a c 




a' V e' 




1 

p q r 




p q r 



Im' -^ l'a 



p q r 

a — a, b — 6', c — c 

p q r 



P 



r r 

q r 

h — V, c — c 



+ 2 



P 
a — d 



+ r 



a — a , h — V 



Die Factoren von jp, g, r in diesem Ausdrucke sind die 
Projectionen derjenigen Geschwindigkeit auf die Coordinaten- 
axen, welche der Punkt A bei einer Rotation um Ä mit der 
Winkelgeschwindigkeit g) haben würde. Bezeichnet man diese 
Geschwindigkeit mit <?', so ist 



Bezeichnet man in analoger Weise mit a die Geschwin- 
digkeit, welche der Punkt A! bei einer Rotation um A mit 
der Winkelgeschwindigkeit co haben würde, so hat man: 



1(0 -f- V (O = (0 6', 

hierdurch geht die Gleichung (34) über in: 

KU = ^Sipä' + ö^); (35) 

diese Gleichung bedeutet, dass da>s geometrisclie Product der 
TranslationsgesckmndigJceit in die WinkelgeschwindigTceit der Eo- 
tation des resuUirenden Syst&tns {TT) gleich ist der halben Summe 
der geometrischen Producte aller Winkelgeschwindigkeiten o, (o\ 
«d", • • • m alle Geschwindigkeiten, welche die Punkte A, Ä, Ä\ • • • 
hei den Botatimien mit diesen Winkelgeschmndigkeiten haben. 

Diese Eigenschaft des geometrischen Productes K^ lässt sich 
noch anders darstellen. In dem Ausdrucke 



oö' z=: a' . (o cos(a)^ 

ist die Grösse <?' gleich der Fläche eines Parallelogramms, 
dessen eine Seite o' und dessen andere AA' ist; öcos(g)(i') 
(mit -f- oder — genommen, je nachdem cos(cöö')>0 oder 
< 0) ist das vom Endpunkte von o auf die Ebene des Pa- 
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componenten o, co', o", • • • und die Lage der Punkte A, Ä\ 
ul", ••• zu ändern, so bleibt die Lage des Punktes (S, ly? t) 
dieselbe. Ein solcher Punkt neisst Centrum des Systems paralleler 
WinkelgeschtmndigJceiten cd, co ö", • • • 

Die in §. 142 dargelegten Regeln für die Zusammen- 
setzung paralleler Winkelgeschwindigkeiten sind in den vor- 
stehenden Formeln mitenthalten. 

148. Wir kehren nun zu dem Falle zurück, wo die Trans- 
lationsgeschwindigkeiten 1c, ¥, Je', • • • gleich Null sind, während 
die Winkelgeschwindigkeiten ca, cd', co", • • • nicht parallel zu 
sein brauchen. Es seien l, V, T, • • • die Geschwindigkeiten, 
welche d^er Punkt haben würde, wenn er um die Punkte 
A, Ä, Ä',**' mit den Winkelgeschwindigkeiten o, «d', «",••• 

rotiren würde. In diesem Falle ist: £"= Z + T + T + •••? 
und somit: 



K^ == (i -\-t -^ r '\- --') (o 4" <«'' + <*''"{"• • •)• 

Führt man die Multiplication dieser beiden geometrischen 
Summen nach der in §. 23 gegebenen Regel aus, indem man 

beachtet, dass die geometrischen Producte Zw, t(o, l"cof','** 
gleich Null sind, weil l auf © senkrecht steht und ebenso t 
auf ©', l" auf co", u. s. w., so erhält man: 



Eil = 1(0 + l(o' + • • • + ^ßJ + f o" + 
was sich schreiben lässt: 



... 



K£l = i:{l(o + X (oy, (34) 

dabei bedeutet 2J die Summe aller geometrischen Producte 
der Grössen l, l\ T', • • • in die nichtentsprechenden der Grossen 



ö, g/j cd", • • • 



Da 

Ig) «= (rh — qc)p + (P^ — ^'^) Q. + (ö'^ — P^) ^' 



und 
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SO ist 



2' ' 7 



= l) 



TT' f \ J 

b — hj c — c 



Die Factoreii von ^'. ':, . khv^^. .i -s^-*-«- • :. . - 

Projectionen derjenigeu hvü\:u^ luuiz*-^ --- •**- .•»- ..ruir.^: 
axeii; welche der Punkt -! o- »riii^ ..--.^*..j ;i .:.. -.^ 

Winkelgeschwindigkeit w' iiÄU^ vv.:.- .^/^ t;!.*^ i.^: ..^^ 
Geschwindigkeit mit a', &.: i- 

Bezeichnet man in axia«^- '«i-s*»^ ^t: - *..#. .-^^:t.. 
digkeit, welche der Punk' .' *^ -roj^ i*r?^.. . .-. / :. - 
der Winkelgeschwindigk^jji t.- juä**- »^^ , ^ -^.- 

hierdurch geht die Gleicnun, .'^- u^^ , 

diese Gleichung hedeuu" ua* v. r'-^^^'^^j^ /-rv/.^r v" 

Translationsgescliwiftäiyititr m u ••Äfc«5i5*5#w-;^^>.//ii/- ^^ y . 
toiiow des resultirendesi hy^o^n ^^^ ^ ^ /./,.V, ...„„.. 

der geometriscfien Froäua^ Omr »-Ä*«yP5*g«^^,./,;.,.,;-^ ^ t 

Diese Eigenschaft u^k g^^/ü*<L:^^«Mr -i,,^,.^^ /'*/ 
noch anders darsteiki.. j:. i*c^ t .ugn j,^ 

ist die Grösse (j' gitsi*::. u<' i-^i^«*- ^.-^ i-.. 

dessen eine Beile w un', i,ri»r «^w« / / 

(mit + oder — g^uuuiü^ ^^. «^i^^^, ,^ ^^^,' 

<0) ist das von. kjuuyusmr. ^^, 4, ^,- .^^, :, ^.'- - '"*' 
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rallelogramms gefällte Perpendikel; folglich ist + cö</ das 
Volumen eines Parallelepipedons, dessen Grundfläche das Pa- 
rallelogramm </ und dessen Höhe + g> cos((ö<y') ist, oder das 
sechsfache Volumen eines Tetraeders, das o und o' zu zwei 
gegenüberliegenden Kanten hat. Ist cos((öö')>0, so sieht 
ein an co sich anlehnender Beobachter, der auf die Mitte von 
(o schaut, die Richtung von m von links nach rechts, im 
Falle cos ((«)</) <0 aber von rechts nach links. Schreibt man 

(o, o') für \(o^y so hat man: ^K£l = 2(py co'). 

Man schliesst hieraus, dass ^KSl die algebraische Summe 
derjenigen Tetraeder ist, die aus je zweien der Winkelgeschwin- 
digkeiten o, g/, coT,'" aZ&. gegenüherliegenden Kanten constrmrt 
werden können,*) Das resultirenJe System {ü) lässt sich auf 
verschiedene Weise in zwei ßotationssysteme um zwei con- 
jugirte Gerade zerlegen; das Volumen des Tetraeders, das die 
Winkelgeschwindigkeiten dieser beiden ßotationssysteme zu 

gegenüberliegenden Kanten hat, muss gleich ^K^ sein; be- 
zeichnet man daher diese Winkelgeschwindigkeiten mit L und 
L', so ist: 

(i, r) = U(io, ö ). (36) 

Sind alle Geschwindigkeiten des resultirenden Systems (LT) 

gleich Null, so ist iCß ^ und folglich Z!(cd, o') = 0. 

149. Aus den allgemeinen Formeln (9) für die Projectionen 
der Rotationsgeschwindigkeiten auf die Coordinatenaxen Ox, 
Oy, Oz sieht man, dass das Geschwindigkeitssystem («^,tc;',e€;",«") 
zusammengesetzt ist aus drei Systemen von Eotationsgeschwin- 
digkeiten um diese Axen mit den Winkelgeschwindigkeiten 
jp, q, r, welche die Projectionen oder Componenten der Winkel- 
geschwindigkeit CO nach diesen Axen sind. Setzt man nämlich 
in den Formeln (9) g = und r = 0, so erhält man 

0, —pz, py (a) 

für die Projectionen der Rotationsgeschwindigkeit des Punktes 
{x, y, z) um Ox mit der Winkelgeschwindigkeit +2>. Ebenso 



*) Dieser Satz ist zuerst von Möbius für ein Kräftesystem auf- 
gestellt worden. Journal von Grelle, T. IV. 
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findet man, wenn man i> == 0, r = setzt, für die Pro^^ectionen 
der ßotationsgeschwindigkeit um die Axe Oy mit der Wi^kel- 
geschwindigkeit + q: 

qz, 0, --qx, (b) 

und endlich, indem man p = 0, q = setzt, für die Projeetionen 
der Rotationsgeschwindigkeit um O0 mit der Winkelgeschwin- 
digkeit + r: 

— ry, rx, 0. (c) 

Addirt man die Grössen unter (a), (b), (c), so erhält man 
QiSf — ry für die Projection Wxj rx — p0 für Wy, py — qx 
für Wz,. 

160. Mit Hilfe der Formeln (9) kann man die Projection 
c3er Rotationsgeschwindigkeit w auf jede gegebene Axe l finden, 
^^enn man die Winkel kennt, welche diese Axe mit den Co- 
ordinatenaxen Ox, Oy, Oz bildet; es ist nämlich: 

w 'co^iwV) = Wx co8(lx) + Wy eos(ly) + Wz cos(/^) 

cos(i!a;), cos(Zj/), cos{lz) 

p q r . (37) 

X y z 

Nach dieser Formel ergeben sich die Projeetionen w^, 
Wtj, wi; der Geschwindigkeit w, auf drei feste rechtwinklige 
Axen 0|, Orj, 0^, Bezeichnet man nämlich mit a^, 6^, c^ 
die Cosinus der Winkel (^x), (|j/), (^z), mit «2/^2? ^2 ^^® ^^^ 
Winkel (i]x), {rjy), (rjz) und mit a^, 63, Cg die der Winkel 
(gaj), (gy), (£^), so ist: 



w^ = 



a^ bi c^ 




«2 h ^2 




^3 ^3 ^3 


p q r 


, w;,— 


p q r 


, w^ — 


p q r 


X y 




X y z 




X y 



.(38) 



Sind I, 7], t, die Coordinaten des Punktes {x, y, z) be- 
züglich der Axen 0|, Ori, 0%, so ist: 

dl) 



dl 



«'" = dt 



"^i-dt- 



Wendet man diese Formeln auf die drei Punkte A, B, C 
an, die, wie in §, 25, auf den Axen Ox, Oy^ Oz in Ent- 
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femungen gleich der Einheit vom Ursprung gewählt sind, 
so erhält man: 



da, 
dt 


q r 


dh, 
dt 


q «1 
r p 


dCi 
dt 


«1 6i 
p q 



da^ 

'dt 

dh^ 
dt 

dc^ 
dt 



Die drei Formeln der zweiten Zeile liefern: 



q r 


da^ 
' dt 


q r 


^2 ^2 

r p 


d\ 

' dt 


T p 


«2 ^2 


dc^ 


(h h 


p q 


^ dt 


p q 



(39) 
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d\ 



db. 



+ ^2 A* 4" ^ ~A* 
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a,c^ 



'1 ; "'i^'i 
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Jg , OjCj 
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p 



+ 



C3 ^ 03^3 



p 



^1 + V + V; «1^1 + «2^2 + «3^3 



db. 



p 

dK 



1,0 

r, p 



dK 



also ist: 

P = ^^ ~di + ^^Tt + ^3 rf« • 
Ebenso findet man: 



dci 
dt 



dCo 



de. 



^ = «1 äI + «2 ^ + «3 ^^ , 



(40) 



c2a| 



da^ 



da» 



^ = *id^ + *«iT + ^»d 



Diese Formeln dienen zur Bestimmimg der Grössen pj q^ r 
und folglieh zur Bestimmung der Lage der Momentanwinkel- 
geschwindigkeit c^ bezüglich der Axen Ox, Oy, O0, die mit 
dem Systeme fest verbunden sind; dabei müssen die Winkel, 
welche die beweglichen Axen Ox^ Oy, O0 mit den festen 0|, 
Orj, 0^ bilden, als Functionen der Zeit gegeben sein. Aus 
den Formeln (39) ergeben sich die folgenden: 



, dci 
da, 

^--'^-di 

db, 



^2 dt 

da» 



de. 



^3 /it y 



dt 



— P IUI« _ /. ^ 

^2 dt ^3 dt ' 



(41) 



r 



a. 



ttz 



dh 



a. 



dK 



"1 dt "'2 dt 3 dt • 

Die Formeln (40) und (41) zugleich mit den Formeln (9) 
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liessen sich auch unmittelbar durch Transformation eines 
rechtwinkligen Coordinatensystems in ein anderes ableiten. 
151. Mit Hilfe der Bedingungsgleichungen 

h<^l + ^2^2 + ^3^ = 0, »1^ + &i^ + Ci^ = 1, 

c^a^ + c^a^ + CgÄg = 0, a^^ + \^ + c^^ = 1, 
a^\ + «2^2 + «3*3 = 0; ö^s^ + V + ^* = 1; 

^vrelche die Rechtwinkligkeit der Axen Ox, Oy^ Oz und OS, 
tDriy Ot, ausdrücken, lassen sich die neun Cosinus «j, 0^3,03, 
Äj, *2?*** ^Is Functionen von dreien unter ihnen darstellen*) 
oder auch als Functionen der drei Hilfswinkel, durch welche 
lEuler die Lage des einen Coordinatensystems bezüglich des 
anderen bestimmt; daher lassen sich jp, g, r als Functionen 
derselben Grössen und deren Derivirten nach der Zeit aus- 
drücken. 

Es sei (Fig. 61) ON die Schnittlinie der Ebenen xOy 
Tind |0i?; <^ JVOg = ^, <^ NOx = 9 und <^ zOt, = '9'. Mit 

Hilfe des Winkels ^ bestimmt 
sich die Lage der Geraden ON, 
mit Hilfe von %' die Lage der 
Ebene xON, mit Hilfe von <p 
I die Lage der Axe Ox in dieser 
2r Ebene und hiermit auch die Lage 
der Axen Oy und Oz, Nach 
den Formeln der sphärischen 
Trigonometrie lassen sich die neun Cosinus a^, \y c^ ••• als 
Functionen der Sinus und Cosinus der Winkel 9, ^, %' aus- 
drücken (wie aus der analytischen Geometrie des Raumes 
bekannt ist), und hierauf erhält man aus den Formeln (40) 
und (41) die Ausdrücke für p, q, r als Functionen derselben 

Grössen und der Derivirten -5? , -77 1 -ji - Doch kann man 

dt ^ dt ^ dt 

zu diesen Ausdrücken auch direct auf Grund der Regel über 




*) A. J. Lex 6 11, Theoremata nonnulla generalia de Translatione 
Corporum rigidorum. Acad. Petrop. T. XX. 

Monge, Exposition analytique de la gän^ration des surfaces courbes. 
Mömoires de TAcad^mie de Turin. 1784 et 1786. 

Somoff, Mechanik. I. 21 
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die Zusammensetzung der Winkelgeschwindigkeiten gelangen 
und zwar folgendermassen. 

Die Derivirte ^ ist die Winkelgeschwindigkeit der Ro- 
tation um die Axe Ois, -ji die der Rotation um Og und -jr 

die der Rotation um ON. Da diese drei Rotationen zusammen 
eine Rotation von der Winkelgeschwindigkeit o hervorbringen 
soUeU; so ist: 

— dq) ^^ dif) 1^ d& ^ 

^^'di'^dt'^'di'^ 

dabei denkt man sich -~ durch eine auf der Axe 0^ auf- 

dt 

getragene Strecke dargestellt, ebenso -tt auf der Axe Og und 

-T7 auf der Axe 0N\ somit ist: 
dt ' 

^ = ^I cos(^a:) + ^ cob{Ix) + ^ cos {NOx), 
^^^ cos(^2/) + ^J cos(ty) + -^ cos {NOy), 

r = ^ cos(^^) + -^ cos(£^) + -^ cos (NO^). 
Da aber: 

cos (;2?a:) = 0, cos (;2?J/) = 0, COS (jS^) = 1 , 

COS {^x) = sin 9 sin 0-, cos (J^y) = cos <p sin 0-, cos ( J;;s^) = cos d', 
cos (NOx) =^ cos 9, cos (NOy) = — sin 9, cos (NOz) = 0, 
so wird: 

jp = sm 9 sm # ^ + COS9 -TT j 

q ^ cos g? sm 0- ^ — sm 9 ^ , (42) 

d(p . Q.drff 

»■ = di- + '^«^^di-. 

Kennt man die Bewegung des Systems der Axen Ox, 
Oy, Oz bezüglich der festen Axen 0|, Ori, OJ;, so kann man 
aus diesen Formeln die Grösse und Lage der Winkelgeschwin- 
digkeit G) bestimmen. 

162. Gesetzt, z. B., die Rotationen um die Axen Oly 
und ON seien gleichförmig, d. h. es sei: 



ff 
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diff dtp 



==h, 



dd- 



==c. 



dt ^' dt 
WO a, h, c Constante bedeuten. In diesem Falle wird: 

t = at -jr tof 9 = ^^ + 9o? 'S" = c^ + d'Q^ 

wo ^0, g?o, d'Q die Werthe der Winkel ^, % 0* für ^ = sind. 
Nach den Formeln (42) ergiebt sich dann: 

p = a sin (bt + ^o) sin (et + '9'ü) + c cos (bt + tp^), 
q = a cos (6^ + ^o) sin (c^ + d'o) — c sin (6^ + ^q), 
r = 6 -j- a cos (et + -ö-q), 

livoraus folgt: 

c2 = «2 ^ j2 ^ ^2 _|_ 2a6 cos (c^ + ^o). 

Somit sind die Winkelgeschwindigkeit o und ihre Pro,- 
jectionen auf die Axen Ox, Oy^ Oz als Functionen der Zeit 
ausgedrückt. 

163. Bei der Rotation eines unveränderlichen Systems 
um einen festen Punkt kann die Winkelgeschwindigkeit dy 
die man auf der Momentanaxe aufgetragen denkt, ihre Lage 
inj Räume, d. h. bezüglich der festen Axen 0^, Oi^, Ol con- 
tinuirlich ändern und so eine gewisse konische Fläche er- 
zeugen; dabei beschreibt der Endpunkt D von o eine Curve, 
die man den absoluten Hodographen der Winkelgeschwindigkeit 

nennen kann. Die Winkelgeschwindigkeit ca kann auch ihre 
Lage bezüglich der Punkte des rotirenden Systems ändern, 
d. h. bezüglich der Axen Ox, Oy^ Oz, wobei sie eine andere 

Fig. 62. 




JV 



tonische Fläche erzeugt; dabei beschreibt ihr Endpunkt D 
eine Curve, die man den relativen Hodographen nennen kann. 

21* 
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Zur Erläuterung wollen wir die Hodographen der Winkel- 
geschwindigkeit in dem vorigen Beispiele bestimmen. Die 
Winkelgeschwindigkeit © stellt sich dar als die Diagonale OD 
(Fig. 62) eines Parallelepipedons, dessen Kanten OA = a, 
01i = h, OC=c ebenso wie die beiden Winkel ÄOC, BOC 
(als Rechte) constant sind. Es ändert sich nur der Winkel 
AOB und zwar gleichförmig mit der Geschwindigkeit c, während 
die Seitenfläche AOC gleichförmig mit der Geschwindigkeit a 
rotirt. Da J.2) = y~c^ "I" ^* constant ist, so bleibt 2), der 
Endpunkt der Winkelgeschwindigkeit, fortwährend auf der 
Oberfläche einer festen Kugel, deren Mittelpunkt A und deren 
Radius AB ist. Die Strecken FC = a und FB = b sind 
gleichfalls constant-, daher beschreibt B gleichförmig mit der 
Geschwindigkeit c die Peripherie eines Kreises vom Halbmesser 
FB und Mittelpunkt F] dieser Kreis liegt in einer der Ebene 
00^ im Abstand c parallelen Ebene. Auf Grund dieser Ueber- 
legung kann man den Hodographen nunmehr folgendermassen 
construiren. 

Man trägt AK = a auf der Axe OJ; ab und beschreibt 
in der durch den Punkt K gehenden, zu Og senkrechten Ebene 
einen Kreis aus JE^als Mittelpunkt mit einem Radius KL=OC=c 
und in der Ebene BFC einen zweiten Kreis aus F als Mittel- 
punkt mit dem Radius FL = a, Lässt man dann den zweiten 
Kreis auf dem ersten gleichförmig mit der Geschwindigkeit 
ac hinrollen, so beschreibt der Punkt D, da er mit dem rollenden 
Kreise unveränderlich verbunden ist, eine Curve, welche der 
absolute Hodograph der Winkelgeschwindigkeit ist. Die Ge- 
schwindigkeit der Bewegung des Punktes i, in welchem der 
rollende Kreis den festen berührt, ist nämlich ac und gleich 
der Geschwindigkeit der Bewegung des Punktes 2)', der auf 
der Peripherie des rollenden Kreises auf demselben Radius 
wie B liegt; daher ist die Winkelgeschwindigkeit, mit der der 
Winkel Bf FL sich ändert, gleich c; folglich hat B die ge- 
forderte Bewegung. 

Die vom Punkte B beschriebene Curve ist eine sphärische 
Epicykloide auf einer Kugel vom Radius AL und Mittelpunkte 
A, Dieselbe Curve beschreibt auch der Punkt 2), wenn b = a 
ist. Ist jedoch b nicht gleich a, so beschreibt B eine ver- 



Fig. 63. 
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kürzte oder verlängerte Epicykloide, und zwar eine verkürzte 
für^ 6 < a und eine verlängerte für 6 > a. 

Eine Curve von derselben Aii bildet auch der relative 
Hodograph. Der Punkt D (Fig. 63) beschreibt in der Ebene 
GCD einen Kreis vom Mittelpunkte G und Radius GD = a-^ 
dabei beschreibt G in einer zm Oz senkrechten Ebene gleich - 

massig mit der Geschwindigkeit h 
einen Kreis vom Radius BG = c. 
Auf Grund dieser Bemerkung lässt 
sich die Bewegung des Punktes D 
bezüglich der Axen Ox, Oy, Oz auf 
folgende Weise bestimmen. Man trägt 
BN' ^^ b auf, verzeichnet in der zu 
Oz senkrechten Ebene einen Kreis 
vom Radius N'M = c und in der 
Ebene GCD einen Kreis vom Radius 
6r Jf und lässt dann den zweiten Kreis 
auf dem ersten mit der Geschwindigkeit bc hinrollen nach 
der Seite, wohin der Winkel q) wächst, von Ox nach ON. 
Dann beschreiBt der mit D auf demselben Radius liegende 
Punkt ZX' eine sphärische Epicykloide auf einer Kugel um B 
als Mittelpunkt und mit dem Radius BM. Dieselbe Curve 
beschreibt auch D, wenn a = b ist. Ist dagegen a<,b, so 
beschreibt D eine verkürzte, und ist ay- b^ eine verlängerte 
Epicykloide. 

154. Der absolute Hodograph ist die Basis eines un- 
beweglichen Kegels, der durch die Momentanäxe erzeugt wird; 
der relative Hodograph ist die Basis eines beweglichen Kegels, 
der mit dem um den festen Punkt rotirenden Punktsystem 
unveränderlich verbunden ist; ist der gemeinsame Scheitel 
beider Kegel. 

Poinsot*) hat gezeigt, dass die Rotation des Punktsystems 
um durch das Rollen des zweiten Kegels auf dem Mantel 
des ersten hervorgebracht werden kann. Hiervon kann man 
sich auf folgende Weise überzeugen. 

Es sei (Fig. 64) ADEB der absolute, ÄDCB der re- 



*) Theorie nouvelle de la rotation. Journal de Liouville T. XVI 1850. 
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lative Hodograph der Winkelgeschwindigkeit, OD die Lage 

der Winkelgeschwindigkeit co zur Zeit t, OC diejenige Gerade 
im unveränderlichen System, die zur Zeit t -f- 1 die Winkel- 
geschwindigkeit repräsentirt, und OE 
die Lage, welche diese Gerade zu der- 
selben Zeit im Baume einnimmt. 
Wenn t unendlich klein ist, so be- 
findet sich C in unendlich kleiner 
Entfernung von der Momentanaxe OD 
und hat daher eine unendlich kleine 
Geschwindigkeit; daher ist der Weg 
CEj den der Punkt C in der Zeit r zu durchlaufen hat, un- 
endlich klein von zweiter Ordnung im Vergleich mit den 
Sehnen DC und DE] also fallen für r = die Richtungen 
dieser Sehnen in eine und dieselbe Gerade, welche die gemein- 
schaftliche Tangente der Curven ADD und ÄDB' im Punkte 
D ist. Da die DiflFerenz zwischen den Sehnen DE und DC 
kleiner als CE ist, so ist sie ebenfalls unendlich klein von 
höherer Ordnung. 

Bezeichnet man mit s den vom Punkte D zur Zeit t durch- 
laufenen Bogen AD des absoluten Hodographen, mit 6 den 
entsprechenden Bogen ÄD des relativen Hodographen und 
mit ^s und jdö die Incremente dieser Bogen in der Zeit tr, 
so ist die Differenz ^s — z^<y von derselben Ordnung, wie 
die Differenz der Bogen DE und DCy und muss daher eben- 
falls unendlich klein von höherer Ordnung sein. Setzt man 
z^s — Jö = £, So ist: 

— =1+ — 

und wenn man zur Grenze übergeht, indem man r = setzt: 

-— = 1 oder ds = d6\ 
da ' 

folglich s = 0, Dies zeigt aber, dass der Kegel OA'DJB", 
ohne zu gleiten, auf dem Kegel OADB hinrollt. Wegen 

ds = dö ist auch ^7 =" j7 ? d. h. die Geschwindigkeit der Be- 
wegung des Punktes D auf dem absoluten und auf dem relativen 
Hodographen ist dieselbe, Sie . ist die geometrische Derivirte 
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der Winkelgeschwindigkeit und heisst die Winkelbeschleunigung 
erster Ordnung, 

Poinsot betrachtet, um die Rotationsbewegung eines un- 
veränderlichen Punktsystems um einen festen Punkt dar- 
zustellen, statt der Hodographen zwei sphärische Curven S 
und S\ die man erhält, wenn man den festen und den rollenden 
Kegel mit einer Kugel schneidet, deren Mittelpunkt ist. 
Er nennt die erste Curve Herpolodiey die andere Polodie. Die 
Curve S' rollt, ohne zu gleiten, auf der Curve S hin; der Be- 
rührungspunkt J dieser Curven ist der Schnittpunkt der Mo- 
mentanaxe mit der Kugelfläche (0); die Geschwindigkeit der 
Bewegung des Punktes J auf den Curven S und S' ist die- 
selbe, und zwar ist sie die Winkelderivirte der Winkel- 
geschwindigkeit ß}, wenn der Kugelradius gleich 1 gewählt wird. 
Es sei im Beispiel des §. 152 speciell c = gesetzt, d. h. 
der Winkel 0- bleibe constant. Dann liegt (Fig. 65) die Winkel- 
geschwindigkeit CD in der Ebene eO^ 
und stellt sich dar als die Diagonale 
OD eines über OÄ = a und OB = b 
construirten Parallelogramms ; sie hat 
daher den constanten Werth: 



Fig. 65. 




CO = "|/a^ + 6^ + 2ab cosO-, 

und bildet mit den Axen Og und 0^ 
constante Winkel. Man sieht hieraus, 
dass der absolute Hodograph dann ein 
Kreis in einer zu 0^ senkrechten Ebene ist; der ßadius des- 
selben ist das vom Punkte D auf jene Axe gefällte Perpen- 
dikel DP. Ebenso ist der relative Hodograph ein Kreis in 
einer zu 0^ senkrechten Ebene, dessen Radius die auf der 
Axe O2 senkrechte Strecke DP' ist. Im vorliegenden Falle 
kann also die Rotation um durch das Rollen eines Kreis- 
kegels auf einem andern erzeugt werden. Haben die Ge- 
schwindigkeiten a und b dasselbe Vorzeichen, so befindet sich 
ein Kegel ausserhalb des andern, sind aber die Zeichen ver- 
schieden, so liegt ein Kegel in dem andern. 

Gesetzt, die Ebene ^Orj (Fig. 66) sei die Ebene der 
Ekliptik, xOy die Ebene des Aequators und N der Frühlings- 
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wegung der Erde, -^ die Präcession der Nachtgleichen, und 



punkt. Dann ist -^ die Geschwindigkeit der täglichen Be- 

dt 

-jT die Geschwindigkeit der Aenderung 

der Neigung des Aequators gegen 
die Ekliptik. 

Die Grösse -^ hat einen con- 

dt 

stauten Werth, den wir in §. 152 mit 

b bezeichnet hatten. Die Grössen 

I -jT und -jT sind variabel; doch kann 

man für eine kurze Zeitdauer, für 

einen Tag z. B, setzen: ^ = und 

gleich einer negativen Constanten, die überdies im Ver- 
gleich zu -j^ sehr klein ist. Man kann annähernd 







dt 



^ = ~ 0",136795 

dt ^ 



setzen. Femer hat man h = 360^ in 24 Stunden und '9' = 23<^27'30". 
Trägt man nun auf Og in negativem Sinne 0^ = 0,136795 
auf und auf O0 eine Strecke OB = 360 • 60 • 60 und construirt 
aus diesen Längen das Parallelogramm, so ist dessen Diagonale 
OD die Momentanaxe der Rotation der Erdkugel. 

Der von ihr um die zum Aequator senkrechte Gerade 
Ois beschriebene Kegel rollt im Innern des von ihr um Og 
beschriebenen Kegels. Dem Winkel JBOÄ entspricht auf der 
Erdoberfläche ein Bogen von nicht mehr als 27 Centimeter 
Länge.*) 

166. Gestützt auf die Auseinandersetzungen der vorher- 



*) Ein anderes bemerkenswerthes Beispiel dieser, von der Momentan- 
axe erzeugten Kegel bietet der Mechanismus dar, den man das (Car- 
dänische) Universälgelenk nennt. Die Construction dieser Kegel findet 
man in der Abhandlung des Professors M. Th. Okatow: üeber die Kegel 
der augenblicklichen' Drehaxen im Universalgelenke. Bulletin de TAca- 
d^mie des sciences de St. P^tersbourg T. X, p. 363—361. 
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gehenden Paragraphen, kann man sich nunmiehr eine Vorstellung 
von der allgemeinsten Art der Bewegung eines freien un- 

Fig. 67. veränderlichen Systems machen: 

Es sei (Fig. 67) (M, M, itf ",- .. 0) 
die Lage des unveränderlichen 
Systems zur Zeit t und (Jf^, 
M^j M(\ • • • Oj) seine Lage zur 
Zeit t '\' X bei irgend einer 
Bewegung. Hätte das System 
nur eine Translationsbewegung, 
bei der die Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen jedes Punktes den entsprechenden Ge- 
schwindigkeiten und Beschleunigungen des Punktes gleich 
wären, so würde es zur Zeit t '\' x m die Lage (fi, fi', ft", •" ^\) 

gelangen, wobei O^fi = OM^ O^fi = OM', •••. Denken wir 
uns femer, der Punkt sei unbeweglich und das System 
(Jf , M\ M!\ • • •) rotire um diesen Punkt, so dass es zur Zeit 
^ + r in eine Lage (v, v\ v% •••0) gelangt, für welche 

Ov =» O^M^y Ov = O^M^j ••• ist. Nehmen wir nuti an, dass 
jeder Punkt M feine Bewegung hat, die zusammengesetzt ist 
aus derjenigen, die er bei jener Translation haben würde und 
aus der, welche er bei der Rotation hätte, so gelangt der 
Punkt M durch die hieraus resultirende Bewegung zur Zeit 
t -{-.x in dieselbe Lage , die er bei der wirklichen Bewegung 

einnehmen soll. Denn die Sehne MM^ des bei der wirklichen 
Bewegung durchlaufenen Weges ist die geometrische Summe 
der Sehne Jf/t des bei der Translation, und der Sehne Mv 
des bei der Botation durchlaufenen Weges. Es lässt sich 
also jede Bewegung eines freien unveränderlichen Systems als 
zusammengesetzt betrachten aus einer ^Translation und einer 
Rotation. Die Rotation des Systems um ist identisch mit 
der Rotation, die das System aus der Lage (fi, fi', ft", •*• ^i) 
in die endgiltige Lage {M^ , Jf/, M^\ • • • OJ überführt. Es 
ist dies diejenige Bewegung, welche ein Beobachter wahr- 
nehmen würde, der während der Translation unveränderlich mit 
dem System verbunden ist. Bei der Rotation erzeugt die 

Momentanaxe cd einen Eegel {ß)y der zugleich mit dem Be- 
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obachter eine Translation erleidet, und einen auf (5) rollenden 
Kegel (Ä'). Also kann jede Bewegung eines freien unver- 
änderlichen Punktsystems, wenn sie weder eine Translation 
noch eine Rotation ist , erzeugt werden durch das Rollen 
eines gewissen, mit dem Punktsystem fest verbundenen Kegels 
(S') auf einem Kegel (S), der gleichzeitig eine gewisse, durch 
die Geschwindigkeit und die Beschleunigungen der gemein- 
samen Spitze der Kegel bestimmte Translation erleidet. Da 
der Punkt willkührlich gewählt werden darf, so kann man 
eine und dieselbe Bewegung auf verschiedene Weise in eine 
Translation und eine Rotation zerlegen. Bezeichnet man mit 

Vn und tVn die Beschleunigungen n*®' Ordnung des Punktes M 
bei der wirklichen Bewegung und bei der Rotation um und 

mit Un die Beschleunigung bei der Bewegung des Punktes 0, 
so hat man nach §.21, Folg. 2: 

d. h. die Beschleunigung der mrklichen Bewegung ist die geo- 
metriscJie Summe der Beschleunigungen derselben Ordnung bei 
der Translation und Rotation. 

166. Die hier vorgeführte Methode zur Darstellung der 
allgemeinsten Bewegung eines freien unveränderlichen Systems 
durch das Rollen eines Kegels auf einem andern, der in einer 
Translation begriffen ist, rührt von Poinsot*) her. Es gibt 
noch eine andere, von Poncelet gegebene Methode, die sich 
auf die in §. 131 bewiesene Eigenschaft gründet, dass jedes 
System möglicher Geschwindigkeiten durch eine Schrauben- 
bewegung hervorgebracht werden kann. Die Centralaxe {Ä) 
des Systems der Geschwindigkeiten für die Zeit t ändert con- 
tinuirlich ihre Lage im Räume und erzeugt dabei eine gerad- 
linige Fläche (S)] sie* ändert aber auch bezüglich der Punkte 
des unveränderlichen Systems continuirlich ihre Lage und er- 
zeugt dadurch eine andere geradlinige Fläche (S'), die mit 
diesem System unveränderlich verbunden ist und sich mit ihm 
bewegt. In einem gegebenen Zeitmomente t ist die Central- 
axe (Ä) die gemeinsame Erzeugende der Flächen {S) und 



*) Theorie nouvelle de la rotation. 
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(/S") und diese Flächen berühren sich in jedem Punkte der 
Axe {Ä). Hiervon kann man sich folgendermassen überzeugen : 
Es sei (Fig. 68) (B") diejenige Erzeugende der Fläche (S"), 
welche zur Zeit ^ + r zur Centralaxe wird, und (B) die ent- 

sprechendfe Erzeugende der Fläche (S). 
j^ Nimmt man nun auf der Geraden (Ä) 

^ einen Punkt ilf an und legt durch ihn eine 
' Ebene, senkrecht zu (Ä), so sei N' der 
r' Schnittpunkt derselben mit (B). Wäh- 
rend der Zeit t, die wir als unendlich 
klein voraussetzen, gelangt N' in einen gewissen Punkt N auf 
der Geraden I^B); die Sehne N'N des durchlaufenen Weges 
bildet einen unendlich kleinen Winkel mit der Richtung der 
Geschwindigkeit N'Ry welche der Punkt N' zur Zeit t hat, 
und diese Geschwindigkeit bildet wiederum einen unendlich 
kleinen Winkel mit der der Centralaxe (Ä) parallelen Trans- 
lationsgeschwindigkeit N'P] folglich schliesst die Sehne N'N 
auch mit N^P einen unendlich kleinen Winkel ein. Daher 
muss die durch die Gerade (Ä) und den Punkt N gehende 
Ebene mit der durch {Ä) und den Punkt N' gehenden Ebene 
einen unendlich kleinen Winkel bilden. Für r = fallen 
diese beiden Ebenen in eine einzige zusammen, welche die 
Flächen (S) und (S') im Punkte M berührt. Daher haben 
die Flächen (8) und (S') in jedem Punkte M der Geraden 
(-4) eine gemeinsame Tangentenebene. 

Die Bewegung der Fläche (S') lässt sich nicht durch ein- 
faches Rollen auf der Fläche (S) hervorbringen; denn der 
Punkt M hat, als Punkt der Fläche (5") betrachtet, eine 
gewisse endliche Geschwindigkeit längs der Centralaxe (Ä), 
und infolge dessen hat die Fläche (5") eine gleitende Bewegung 
an der Fläche (S) hin, im Sinne jener Geschwindigkeit. Diese 
Bewegung setzt sich mit derjenigen zusammen, welche die 
Aenderung der Lage der gemeinsamen Erzeugenden bewirkt 
und die man als ein Rollen der Fläche (S') auf (S) be- 
trachten kann. 

167. Ist die Geschwindigkeit des Gleitens längs der 
Centralaxe gleich Null zu jeder Zeit t und ändert sich die 
Richtung der Centralaxe nicht, so sind die beiden Flächen 
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(S) und (S') zwei Cy linderflächen; (S') rollt auf (S); dann 
rollt die Schnittcurve (C) der Fläche (S') mit einer zur Central- 
axe senkrechten Ebene, ohne zu gleiten, auf einer festen Curve 
(C), welche die Schnittlinie des Cylinders (8) mit derselben 
Ebene ist Folglich reducirt sich dabei die Bewegung des 
unveränderlichen Punktsystems auf die Bewegung einer ebenen 
unveränderlichen Figur, welche die Projectionen aller System- 
punkte auf eine zur Gentralaxe senkrechte Ebene enthält. Die 
Projection jedes Systempunktes verzeichnet in dieser Ebene 
eine Roulette, die durch das Rollen der Linie (C) auf der 
festen Linie (C) entsteht (s. §. 19). 



XV. Capitel. 

Die BeBchleuDigangen bei der Bewegung eines freien unveränderlichen 

Systems. — Endliche Verschiebungen. 

168. Wir haben in §. 155 gesehen, dass im allgemeinen 
die Beschleunigung irgend einer Ordnung bei der allgemeinsten 
Bewegungsart eines unveränderlichen Systems die geometrische 
Summe der Beschleunigungen derselben Ordnung bei der Trans- 
lations- imd der Rotationsbewegung ist, in die sich die be- 
treffende Bewegung zerlegen lässt. Dabei bestimmen sich die 
Beschleunigungen der Translation durch die Beschleunigungen 
der Bewegung desjenigen Punktes, der zum Rotationscentrum 
gewählt wurde. 

Wir werden nun die Beschleunigungen untersuchen, die 
bei der Rotation des Systems um einen Punkt auftreten. 
Wählen wir diesen Punkt zum Ursprung der geradlinigen 
rechtwinkligen Coordinaten x, y, z, die auf die mit dem ro- 
tirenden Punktsystem unveränderlich verbundenen Axen Ox, 
Oy, Oz bezogen sind, so lässt sich eine Beschleunigung von 
beliebiger Ordnung durch ihre Projectionen auf die Axen Ox 
Oy, Oz bestimmen. Hierzu können die Formeln (4) §. 27 
dienen. Bedeuten Wn^, Wn,yy Wn,, die Projectionen der Be- 
schleunigung w*®' Ordnung Wn der Rotationsbewegung auf 
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die Coordinatenaxen, so hat man nach jenen Formeln für die 
Projectionen der Beschleunigung er8teSÄ)rdnung: 

dwx , 

^hy = -Jr + ^^* — P^'f (1) 



und allgemein : 



dt 



dwz , 



dWn—l,y , • /.^N 

^«'y == — Ji + ^^«-M ~ P^n-l,zy (2) 

W?«,* = ^^ + JPW^n-l,y — gW^n-I^ 

für die Projectionen der Beschleunigung w*®' Ordnung. Man 
sieht sofort, dass diese Ausdrücke, ebenso wie die Projectionen 
der Geschwindigkeit, die Form von linearen Functionen be- 
züglich der Coordinaten des beweglichen Punktes (x, y, z) 
haben. Da nämlich 

Wx = qis — ry, Wy = rx — pz, Wz = py — qx 

und X, y, z constant sind, so ist: 

w^M = ^ ^ — ^ 2/ + g (jpy — ga;) — r (ra: - pz), 
m,y = ^x — ^z + r(qz — ry)~p(py — qx), (3) 

Die Ausdrücke rechts sind lineare Functionen von der 
Form: 

Wi^y = Xai^y + 2/&i,y + ZCl^y, ' (4) 

Wi^, = xai^z + yb^z + zci^zy 
wo 

«M ^ — (ä^^ + ^'); 6m = — ^+JPg, ^M = jf+1^^; 
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Aus den Formeln (2) ersieht man, dass, wenn Wn^i,x, 
Wn—i,ff w^«— 1,« lineare iromogene Functionen bezüglich x, y, z 
sind, auch w«^, «^»,y, Wn,t solche Functionen sein' müssen; 
man kann also setzen: 

Wn^ = Xan^ + yln^ + ^Cn,x, 

Wn,y = Xan,y + yln,y + ZC^^y , (6) 

Wn,z = Xan,, + y&n,« + ^^»,^- 

Setzt man hierin x =1, J/ = 0, ;2: = 0, so ergiebt sich 

es sind also diese drei Coefficienten von x die Projectionen 
auf die Coordinatenaxen von der Beschleunigung n*®' Ordnung 
bei der Bewegung des in der Entfernung AO = l auf Ox 
liegenden Punktes Ä, Ebenso Qndet man, dass 6,^, 6„,y, bn,z 
die Projectionen auf die Coordinatenaxen von der Beschleu- 
nigung w*®' Ordnung des Punktes B sind, der auf Oy in der 
Entfernung JBO = 1 vom Ursprung liegt, sowie Cn^^ Cn^y, c?«,, 
die der Beschleunigung w*®' Ordnung des Punktes C, der auf 
O0 in der Entfernung CO = 1 vom Ursprung liegt. Die 
Coefficienten der Formeln (6) für verschiedene Ordnungen 
lassen sich successive vermittelst der Formeln (1) berechnen. 
Man hat allgemein: 

dUn — l,x I 

an,y = — ^ - + ran^i.x — i>a«-i,., (7) 

dan—i,z , 

Die Ausdrücke (5) ergeben sich unmittelbar aus den 
Formeln (7); ferner findet man: 

o dq ti dr 

ähnliche Ausdrücke ergeben sich für &2,x, 62,y, 62, ?, c^^x, c^^y, 
C2,, u. s. w. Die RiBsultate für die Beschleunigungen dritter 
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und höherer Ordnungen sind complicirter und lassen sich nicht 
leicht in eine allgemeine Form bringefi. 

159. Bezeichnet man mit ar^ die geometrische Derivirte 

der Winkelgeschwindigkeit gj, d. h. die Winkelbeschleunigung, 
so ist nach den Formeln (4) §. 27: 

Ol cos {(o^x) = -£y (x>i cos (coiy) = ^y «1 cos ((o^z) = ^ •, 

daher bedeuten in den Formeln (3), welche die Projectionen 

der Beschleunigung erster Ordnung ausdrücken, die Glieder . 
dq dr dr dp dp dq 

dt Tt^' di^.'~"di^> dt y '^ Tt^ 

die Projectionen derjenigen Geschwindigkeit U auf die Co- 
ordinatenaxen, welche der Punkt (x, y, z) haben würde, wenn 

das ganze System mit einer Winkelgeschwindigkeit gleich (o^ 

rotirte; die übrigen Glieder der Formeln (3), nämlich die 

Grössen 

qWz — rwyy rwx — 'j^w^^ pWy — qwx 

sind die Projectionen derjenigen Geschwindigkeit W auf die 
Coordinatenaxen, welche der Endpunkt einer der w geometrisch 
gleichen und von ausgehenden Strecke bei der Rotation 

des ganzen Systems mit der Winkelgeschwindigkeit o hat. 

Es ist also Wj^ = U -{- W. Die Componente U ist gleich der 

Winkelbeschleunigung gj^, multiplicirt mit dem auf ihre Rich- 
tung aus dem Punkte (x, y, z) gefällten Perpendikel;*) be- 
zeichnet man also dieses Perpendikel mit d, so ist f7= o^d. 

Nun kann man ca^ in zwei Componenten zerlegen, deren eine, 
-jTy in die Richtung von co fällt, während die andere senk- 
recht zu CO und gleich od" ist, wenn %' die Winkelderivirte 
von ö bezeichnet. Daher lässt sich auch U in zwei Com- 



ponenten ü' und ?7" zerlegen; die erste, ü\ ist die Ge- 
schwindigkeit des Punktes {Xj y, z) bei der Rotation des 

Systems mit einer Winkelgeschwindigkeit gleich ^, die andere, 

t7", ist die Geschwindigkeit des Punktes {x, y, z) bei der 
Rotation mit der Winkelgeschwindigkeit 0%'. 



*) Dabei muss der Anfangspunkt von 09 in genommen werden. 
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Die Componente W^ endlich ist gleich dem Flächeninhalt 

des Parallelogramms^ das man über o und w errichten kann, 

d. h. W = G)W und lässt sich als eine zu co und w senkrechte 
Strecke darstellen, deren Sinn dadurch bestimmt ist, dass sie, 
wenn man ihren Anfangspunkt nach dem Punkte {Xy y, z) 

verlegt denkt, mit dem vom Punkte {x, y, z) auf gj gefällten 
und im Sinne nach o hingenommenen Perpenilikel zusammen- 
fallt Man kann W als die Beschleunigung betrachten, welche 
der Punkt {x, y, z) bei einer gleichförmigen Rotation um die 
Momentanaxe mit der constanten Winkelgeschwindigkeit (xt 
haben würde. Bedeutet h den Abstand des Punktes (rr, y, z) 

von ö, so hat man w = cah, W= co^Ji, Die Beschleunigung 

W, die nach dem Mittelpunkte des vom Punkte {x, y, z) bei 
seiner Rotation um co beschriebenen Kreises gerichtet ist, 
heisst die Centripetalbeschleunigung, 

160. Giebt es ausser noch einen zweiten Punkt {x, y, z), 
dessen Beschleunigung Wn gleich Null ist, so müssen die Co- 
ordinaten dieses Punktes den Gleichungen genügen: 

OOttn^ + yhn^ + ZCn^ = 0, 

^««,y + yKy + ^^«,y = 0, (8) 

und hierzu ist erforderlich, dass die Determinante: 



Dn 



a«^ Kx Cn^ 



^n^y ^n^y ^n,y 
^n,« ^n,z ^n,« 

verschwindet. Wegen der Complicirtiieit der Ausdrücke ihrer 
Elemente ist es schwer sich zu überzeugen, ob diese Deter- 
minante identisch gleich Null ist, oder ob sie nur für gewisse 

specielle Werthe von jp, q, r,-^, ^, ^,'- verschwindet. Ist 

aber D« = 0, so sind (8) die Gleichungen einer durch den 
Punkt gehenden Geraden, die man die Momentanaxe der 
Beschleunigungen Wn nennen kann. 

Wir wollen nun untersuchen, in welchen Fällen die Be- 
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schleunigiingen erster Ordnung eine Momentanaxe haben können. 
Die Formeln (5) geben: 

- (^ + ^ + o M + m' + («)T > 

Da aber 

p. + ^ + ^ - „., (gf + (g)* + (if)' - »,., 

dp . dq . dr , >. 

^df + ^rf^+'^dt^^^i cos(cocoO, 
so ist 

D^ = ca^co^^ cos^(a)CöJ — (o^coj^ = — a)^Oi^8in^(o(Di); 

nnn^ ist 

Oj sin (o Ol) = (Dd'] 
also wird: 

Man sieht aus diesem Ausdruck^ dass die Beschleunigungen 

» — 

erster Ordnung eine Momentanaxe haben, wenn co = oder 
wenn d' = ist. Der erste Fall kann nur für einen gewissen 
bestimmten Zeitpunkt eintreten; der zweite dagegen kann eine 
beliebige Zeit hindurch bestehen, nämlich wenn die Momentan- 
axe der Geschwindigkeiten ihre Richtung nicht ändert, wobei 
die Grösse von co constant oder variabel sein kann. In diesem 
Falle rotirt das unveränderliche Punktsystem um eine feste 
Axe; es bewegt sich also jeder Punkt desselben in einer festen, 
zu jener Axe senkrechten Ebene; mithin liegen die Geschwin- 
digkeiten und alle Beschleunigungen der verschiedenen Ord- 
nungen in derselben Ebene. Die Beschleunigungen aller Punkte, 
die auf der Rotationsaxe liegen, sind gleich Null; daher ist 
diese Gerade die Axe aller Beschleunigungen; die Beschleu- 
nigung w*®' Ordnung jedes andern Punktes ist zu ihr senk- 
recht. 

Die Perpendikularität der Beschleunigungen n*®' Ordnung 

dreier Punkte Ay B, G auf der Rotationsaxe co ist durch die 
Bedingungen 

pKx + qbn,y + rbn^z = 0, 

Somoff, Meobanik. I. 22 
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ausgedrückt, deren Bestehen erfordert, dass die Determinante 
Dn verschwindet. 

161. Wenn man zu den Ausdrücken (6) die Projectionen 
der Translationsbeschleunigung m« des Systems ' auf die Axen 
Oxj Oy, Oz resp. hinzuaddirt, so erhält man die allgemeinen 

Ausdrücke für die Projectionen der Beschleunigung t;„ des 
Punktes {x, y, z) auf die Axen Ox^ Oy, Oz bei irgend einer 
Bewegung des Systems. Sind Un^, Un^y, tin^ die Projectionen 

von tin, so sind die Projectionen vou «;„: 

Vn,y = Xan^y + yl^y + ZCn,y + W«,y, (9) 

Hieraus kann man mit Hilfe der allgemeinen Formeln 
für die Coordinatentransformation und der Formeln des §.151 
die Projectionen der Beschleunigungen auf die festen Co- 
ordinatenaxen erhalten. 

Ist die Determinante D« nicht gleich Null, so giebt es 
im Systeme immer einen einzigen Punkt, dessen Beschleunigung 
Vn gleich Null ist. Die Coordinat^n dieses Punktes bestimmen 
sich durch die Gleichungen: 

Xan,x + y^n^t + ZCn^ + W«,« = 0, 



xa 



fhV 



+ VKy + ^<^n,y + Un,y = 0, 



Dieser Punkt heisst das Momentancentrum der Beschletf- 
nigungen w*®' Ordnung. Er liegt im Unendlichen, wenn D« = 
ist und die Determinanten 

^n^x Ofi^ i^n^ 
^n^y ^n^y ^«,y 
^n,2 ^Ä,» ^'», z 

nicht gleichzeitig verschwinden. Sind dagegen diese drei De- 
terminanten zugleich mit Dn gleich Null, so giebt es eine 
Gerade von der Eigenschaft, dass die Beschleunigung n*®' 
Ordnung jedes ihrer Punkte gleich Null ist. Eine solche 
Gerade kann man Momentanaxe der Beschleunigungen n*®' Ordnung 
nennen. 



Un,x 


in,x 


Cn^ 




'^n,y 


On,y 


<^n,y 


> 


Un,z 


hn,z 


Cn,z 





(^n^ 


w«^ 


C-n^x 




G'n^y 


^^«,y 


<^n,y 


7 


an,z 


'^fiyZ 


^UyZ 


« 
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162, Die Beschleunigungen jeder Ordnung haben Mo- 
mentanaxen^ wenn sich die Bewegung des Systems auf das 
Rollen eines Cylinders (5") auf einem andern (ß) reduciren 
lässt (s. §. 157); dabei sind die Axen aller Beschleunigungen 
der Centralaxe parallel. Hiervon kann man sich folgender- 
massen leicht überzeugen. Da die Beschleunigungen aller 
Ordnungen auf der Centralaxe senkrecht stehen, so hat man, 
wenn Oss dieser Axe parallel angenommen wird: an,^ = 0, v 
'bn.z = 0, Cn,z = 0, -Wn,s = 0; ausscrdcm ist Cn^ = 0, c„,y = 0, 
da der in der Entfernung 0(7 = 1 auf der Axe O0 an- 
genommene Punkt C bei der Botation um Oz fest bleibt. 
Der auf der Axe Oy im Abstand OB = 1 gelegene Punkt 
B bewegt sich mit einer Geschwindigkeit und mit Beschleu- 
nigungen, die der Geschwindigkeit und den entsprechenden 
Beschleunigungen des auf Ox im Abstand 0-4=1 liegenden 
Punktes Ä an Grösse gleich und senkrecht zu ihnen gerichtet 
sind; dreht man daher die Strecke OA, bis sie mit OB zu- 
sammenfallt, so fallen die Geschwindigkeiten und Beschleu- 
nigungen der Punkte Ä und B zusammen; folglich ist Un^ = hn,y, 
bn,x= — ö«,y, SO dass die Formeln (9) im vorliegenden, Falle 
die folgende Form annehmen: 

Vn,y = Xür^y + ya„^ + Un,yy (10) 

Vn^ = 0. 

Die Coordinaten (|, iy, g) eines Punktes, dessen Beschleu- 
nigung Vn gleich Null ist, müssen den folgenden Bedingungen 
genügen: 

Es sind dies die Gleichungen einer zur Axe O0 parallelen 
Geraden; also haben die Beschleunigungen w*®' Ordnung eine 
der Centralaxe parallele Momentanaxe. Die Spur 0„ dieser 
Geraden in der zur Centralaxe senkrechten Ebene xOy heisst 
das Mommtancentrum der Beschleunigungen w*®' Ordnung oder 
das Momentancentrum {n -|- 1)*®' Ordnung bei der Bewegung 
der ebenen unveränderlichen Figur in dieser Ebene. 

22* 
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Subtrahirt man die Gleichungen (11) von den Gleichungen 
(10), so erhält man die Formeln: 

^n^y = (:» — I) an,y — (V — v) ^n^, 

dieselben sagen aus, dass alle Beschleunigungen w*®' Ordnung 
durch eine Botation des Systems um die Momentanaxe der Be- 
^schleunigungen w*®' Ordnung erzeugt werden Joannen^ mit der- 
selben Constanten oder veränderlichen WinkelgeschtmndigJceit w, 
mit der die Äxen Ox und Oy um die Axe Ob rotiren. 
Die Formeln (12) geben: 

vn' = aj[{x-^y + (y--7jyy, 

bedeutet also q den Abstand des Punktes (x^ y) vom Punkte 
On, so ist Vn = anQ, d. h. die Beschleunigungen n^^ Ordnung 
sind den Abständen der entsprechenden Punkte von der Mo- 
mentanaxe der Beschleunigungen derselben Ordnung proportional. 
Ferner folgt aus den Formeln (12): 

(X - I) Vn,x + iy — V) ^n,y = [(x — |)2 + (y - nf] a«,^ 

oder: 

Vn, cos (VnO) = p««^ = pa« COS («„ic), 

und wenn man beachtet, dass Vn = Qan ist, so ergiebt sich 
cos (vnO) == cos (anX). Ebcnso findet man: sin (vnQ) = cos{an,y). 
Daraus folgt, dass ^(vnQ) =^ ^(an^x)] es bilden daher alle 
Beschleunigungen w*®' Ordnung gleiche Winkel mit den von den 
entsprechenden Funkten auf die Momentanaa:e dieser Beschleu- 
nigungen gefällten Perpendikeln. 

Die Beschleunigung Un des Punktes 0, welche zugleich die 
Translationsbeschleunigung des ganzen Systems ist, lässt sich 
betrachten als die Beschleunigung der Rotation des Beschleuni-. 
gungssystems (i;„, t;'„, •••) um 0»; bezeichnet man daher mit i? 
den Abstand OOnj so hat man, wenn der Ursprung im Punkte 
On liegt: Un^'Ran, und *^ («^«i?) = ^ (a«a;), was sich auch 
direct aus den Gleichungen (11) ableiten lässt.. 

Auf Grund dieser Eigenschaft des Punktes kann man 
seine Lage bestimmen, wenn die Bewegung des Punktes 
und die Winkelgeschwindigkeit ca als Function der Zeit bekannt 
ist. Hierzu bestimmt man mit Hilfe von o und dessen De- 
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rivirten nach der Zeit, wie in §. 158 gezeigt wurde, die Be- 
schleunigung an und den Winkel (a»^); dann zieht man aus 
eine Strecke, die diesen Winkel mit der Beschleunigung 

Un dieses Punktes einschliesst und die dem Verhältniss 



u 



an 



gleich ist. Der Endpunkt dieser Strecke ist der Punkt 0„. 
Man kann den Punkt 0» auch bestimmen; indem man die 
Geraden (11) construirt, deren Schnittpunkt er ist. Man sieht 
aus den Gleichungen dieser Geraden, dass sie auf einander 
senkrecht stehen. 

Als Beispiel wollen wir das Centrum der Beschleunigungen 
erster Ordnung, d. h. das zweite Momentancml/rum bestimmen. 
Setzt man in den Formeln (5) 2> = 0, ö' == 0, r = gj, so folgt: 



2 



«l,a? = — CO , ai,y = 



dm 
'dt 



also: 



1 /~~L ld(o\^ / X m* . / N 1 düi 



Ji = 



M. 



1/^^Tii) 



2 



, COS («*! i?) = — 



CO' 



V^(^)' ' 



sin(wii2) = 



dm 
'dt 



V'-'+m'' 



Mit Hilfe dieser Formeln bestimmt sich Grösse und Rich- 
tung von J?, in dessen Endpunkt das zweite Momentancentrum 
Ol liegt. Zur Vereinfachung der Gleichungen (11) nehme 

Fig. 69. ^^^ ^^J ^^^^ ^^® -^^® ^^ ^ ^^® Richtung 

von u^ fällt und Oy senkrecht dazu ist 

(Fig. 69); dann ist Ui^^ = «i, Wi,y = 

und die Gleichungen (11) gehen über in: 

— «'^^ - :^ ^ + % = 0, 




dta 

dt 



I — cö^iy = 0. 



Die erste Gerade kann man aus den Punkten P und Q 
construiren, in denen sie die Axen Ox und Oy schneidet Die 
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Abscisse des ersten Punktes ist OF = -li , die Ordinate des 

zweiten 0Q=~-, Die zweite Gerade geht durch den Co- 
di 
ordinatenurspmng und ist zu der ersteren senkrecht. Im 
Schnittpunkte dieser Geraden liegt das zweite Momentan- 
centrum 0^, 

163. Ist der Coordinatenursprung das erste Momentan- 
centrum, d. h. das Rotationscentrum, so ist seine Geschwin- 
digkeit gleich Null und die Beschleunigung u^ bestimmt sich 
folgendermassen: 

Es sei (7 der Punkt, der zur Zeit t-^r zum Rotations- 
centrum wird, und Of' die Lage des vorigen Rotationsqentrums 
zu dieser Zeit. Die Geschwindigkeit des Punktes 0" ist eine 
Rotationsgeschwindigkeit um eine zur Ebene Oöö* senkrechte 
Axe mit der Winkelgeschwindigkeit co -{- ^ ca und gleich 
(cd -^ ^o) ' (70". Dividirt man dies durch t und setzt dann 
r = 0, so erhält man die Beschleunigung w^ der Bewegung 
des Punktes 0. Bezeichnet d den Grenzwerth des Verhält- 
nisses , so ist: Ui = (oö. Hier ist die Geschwindigkeit, 

mit welcher die Curve C (§. 157), die alle Lage4 des Ro- 
tationscentrums in der beweglichen Figur enthält, auf . der 
Curve (C), die alle Lagen desselben Punktes in der festen 
Ebene enthält, hinrollt. Die Beschleunigung u^ ist normal 
zu den Curven (C) und (C) im Punkte und nach der Seite 
hin gerichtet, wohin sich dieser Punkt auf der Curve (C) 
bewegt. Die Geschwindigkeit 6 hängt von der Winkelgeschwin- 
digkeit €0 der Rotation und von den Krümmungsradien 22 
und R der festen Linie (C) und der auf ihr hinrollenden 
(C) ab. Nach Formel (3) §. 19 hat man: 

^ = '{h + i)^ (13) 

woraus folgt: 

*=äT^5 (14) 

dabei können B und lÜ negativ sein. 

Wählt man bei der Construction des zweiten Momentan- 
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centrums §. 162 (Fig. 69), den Punkt zum ersten Momentan- 
centrum (d. h. zum Rotationscentrum), so ist: 

Für den speciellen Fall, dass die Winkelgeschwindigkeit 

constant ist, wird -^ = und OQ = oo] folglich liegt das 

zweite Momentancentrum 0^ dann im Punkte P. Diesen Punkt 
nennt man das geometrische Centrum der BescMeunigungeUj weil 
man bei der Lösung rein geometrischer Aufgaben immer an- 
nehmen kann, dass o constant ist und das zweite Momentan- 
centrum in P liegt. 

Abel Transon*) hat folgende bemerkenswerthe Eigen- 
schaft des Punktes P nachgewiesen. Beschreibt man aus 
diesem Punkt mit dem Radius OP einen Kreis und verbindet 
denselben unveränderlich mit der rollenden Linie (C), so er- 
zeugt sein Rollen auf der die Richtung von 6 darstellenden 
Geraden dieselben Beschleunigungen erster Ordnung, welche 
die Punkte der beweglichen Figur beim Rollen von (C) auf 
(C) wirklich haben; denn die Geschwindigkeit ^, die Winkel- 
geschwindigkeit CO und die Beschleunigung u^ des Punktes 
haben bei diesem wie bei jenem Rollen dieselben Bedeutungen. 
Transon nennt den mit dem Radius OP um P beschriebenen 
Kreis den Bollkreis (cercle de roulement). 

164, Die Beschleunigung v^ eines Punktes m (a?, y) einer 
beweglichen ebenen Figur, dessen Entfernung vom ^ersten Mo- 
mentancentrum Om = r ist, lässt sich in zwei Componenten 
zerlegen: 1) die Beschleunigung v^ cos(t?ir), die zur Trajectorie 
des Punktes m normal gerichtet ist, und 2) die Tangential- 
beschleunigung t?i sin(Vir). Andererseits ist v^ die geometrische 
Summe der Beschleunigung u^ des Punktes und der Be- 
schleunigung der Rotation um 0, welche letztere sich in die 
Centripetalbeschleunigung cö^r, die von m nach dem Centrum 



*) Methode geomdtriqae pour les rayons de coorbure. Journal de 
LiouYÜle. T. X, 1845. 
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dto 

hingerichtet ist, und in die Beschleunigung r -j-. längs der 
Tangente der Trajectorie des Punktes m zerlegt. Polglich ist: 

Vj cos (y^r) = -— <o^r + «*i cos {u^r) , 

Vi sin (ViT) = r -j7 — t*i sin {u^r). 

Setzt man v^ cos(t;ir) = 0, so wird: 

— cD^r + Wi cos (tiiT) = 0; 
hieraus ergiebt sich: 

r = — ~-^ = - cos (u^r) = OF cos (POm). 



00' G) 



Dies zeigt, dass alle Punkte m, deren Normalbeschleu- 
nigung erster Ordnung gleich Null ist, auf einem Kreise liegen, 
dessen Durchmesser gleich OP ist. 

Setzt man v^ sin(t;ir) = 0, so erhält man: 

woraus folgt: 

^ ^ da» = di 8m(wir) = OQ coa{QOm). 

'dt 'dt 

Man sieht hieraus, dass alle Punkte m, deren Tangential- 
beschleunigung gleich Null ist, auf einem Kreise vom Durch- 
messer OQ gelegen sind. Diese beiden Kreise gehen durch 
das zweite Momentancentrum 0^, denn für diesen Punkt ist 
sowohl die Normal-, als auch die Tangentialbeschleunigung 
gleich Null. 

Mit Hilfe der Normalbeschleunigung lässt sich der Krüm- 
mungsradius Q der Trajectorie des Punktes m bestimmen. Da 

Vj COS (vir) = + , so liefert die erste der Formeln (15): 

4- - — == — m^r -[- t*! COS (w^r) ; 

bezeichnet man aber mit 1c die Projection der Strecke OP 
auf die Richtung von r, so hat man, wie oben gezeigt wurde: 

i*i cos (u^r) = cD^h] 
mithin ist: 
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also: 

r* = + (>(Ä; — r), 

wo {k — r) die Entfernung des Punktes m von dem Punkte J 
ist, in welchem der Badiusvector Om den Kreis vom Durch- 
messer OP schneidet; daher ist: 

Om* = QmJ. (16) 

Wir schliessen hieraus, dass der Krümmungsradim der 
Bahn eines heliebigen Punktes m die dritte Proportionale ist 
m dem Badiusvector Om und dem Abschnitte mJ auf diesem 
Badius zwischen dem Punkte m und dem Kreise vom Durchmesser 
OP. Dieser Satz führt zu einer einfachen Gonstruction des 
Krümmungsradius der Bahn des Punktes m. 

Man fälle (Fig. 70) das Perpendikel PJ auf Om, ziehe 
mP, dann OF parallel PJ bis zum Schnittpunkte F mit mP, 

Fig. 70. 

^*v------ - ----\ 



und FG parallel OP bis zum Schnittpunkte G mit Om\ der 
Punkt G ist dann der Krümmungsmittelpunkt der Bahn des 
Punktes m. Derselbe liegt im Unendlichen, wenn m mit 
J zusammenfällt; in diesem Falle hat die Trajectorie im 
Punkte J im allgemeinen einen Wendepunkt oder sie ist die 
Gerade PJ selbst; deshalb nennt man den Kreis vom Halb- 
messer OP den Wefndekreis (cercle d'inflexion). 

Zieht man mni und GG[ parallel zu PJ" bis zum Durch- 
schnitt mit OPj so hat man: 

Orri : Om = Pm' : mJ= m'G' : mG, (17) 

so dass die Gleichung (16) übergeht in:' 

Om'^ = m'G' . Pm', 

mithin ist G' der Krümmungsmittelpunkt der Trajectorie des 
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Punktes m. üeberdies zeigen die Proportionen (17), dass 
die Krümmungsmittelpunkte G der Trajectorien derjenigen 
Punkte m, die auf dem Kreise vom Durchmesser Oni liegen, 
auf einem Kreise vom Durchmesser OCr' gelegen sind. Fällt 
der Punkt m ins Unendliche, so wird OF == PJy GO = OJ, 
G'O = 0F\ wir schliessen hieraus, dass die Krümmungsmittel- 
punkte der Bahnen von Punkten, die unendlich entfernt von 
sind, auf einem Kreise liegen, dessen Durchmesser OP 
der Strecke OP entgegengesetzt gleich ist. 

Die Gleichung (16) führt noch zu einer andern Construetion 
des Krümmungsradius. Trägt man in dem der Richtung mO 
entgegengesetzten Sinne die Strecke mK = Om auf, so hat 
man auf der Geraden Om die vier Punkte K, J, 0, G in 
harmonischer Lage; und zwar sind G und J conjugirt har- 
monisch zu und K; denn die Gleichung Om^ = mG • mJ 
giebt die Proportion: 

Om : mG = mJ: Om, 

aus dfer die harmonische Proportion 

OJ _KJ 
ÖG ~ KG 

folgt. Keschreibt man also aus m als Mittelpunkt mit mO 
als Radius einen Kreis und fällt aus dem geometrischen Be- 
schleunigungscentrum P die Senkrechte PJ auf OK, so ist 
(r.der Pol dieser Senkrechten bezüglich des Kreises vom Durch- 
messer OK, Die bekannte Construetion des Pols aus gegebener 
Polare dient dann zur Bestimmung des Krümmungscentrums 
Gy wenn der Punkt P bekannt ist. 

Auf Grund des eben bewiesenen Satzes findet man das 
geometrische Centrum P, wenn die Krümmungsmittelpunkte 
a und ß der von irgend zwei Punkten a und b beschriebenen 
Trajectorien für diese Punkte bekannt sind. Man zieht dazu 
aa und ßh, deren Schnittpunkt das Momentancentrum ist; 
hierauf beschreibt man Kreise aus a und b mit den resp. 
Radien aO und bO und construirt die Polare des Punktes a 
bezüglich des ersten Kreises, sowie die des Punktes ß bezüglich 
des zweiten Kreises; der Schnittpunkt dieser Polaren ist der 
Punkt P. 
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Aus Gleichxmg (17) lässt sich die Formel von Savary 
(§. 19, Form. 6) für den Krümmungsradius q leicht ableiten. 
Setzt man Om==u und ^JOP=i, so ist: 

OJ = u — - imd 0J= OPcosi. 

9 ' 



wo nach Formel (14) 



OP = - ^^ 



CO Ä + iT 
ist; mithin wird: 



u 
oder 



— ü ~ cos i \B "1" ä7 • 



Diese Formel in Verbindung mit der oben dargelegten 
Eigenschaft des Krümmungscentrums G kann zur Construction 
des Krümmungsradius vieler Curven benützt werden. Die 
Einzelheiten über diesen Gegenstand findet man in den fol- 
genden Abhandlungen: 

Bresse: Memoire sur un theoreme nouveau concernant 
les mouvemens plans et sur Tapplication de la cinematique 
ä la determination des rayons de courbure. Journal de TEcole 
polytechnique, 35°*® cahier. 

Mannheim: Construction des centres de courbure des 
lignes decrites dans le mouvement d'une figure qui glisse sur 
son plan. Journal de T^ficole polytechnique, 37°*® cahier. 

Interessante Untersuchungen, die auf die Momentancentra 
der Beschleunigungen verschiedener Ordnungen Bezug haben, 
finden sich auch in den Abhandlungen von Nicolaides: 
Mouvement d'une figure plane dans son plan. Les Mondes, 
T. 3 et 9.*) 

165« Indem wir zu der allgemeinsten Art der Bewegung 
eines unveränderlichen Systems im Baume zurückkehren, wollen 
wir annehmen, dass (S) (§. 156) die feste geradlinige Fläche 



*) cf. W. Schell: lieber den Besclileunigungszustand des ebenen 
unveränderlichen, in der Ebene beweglichen Systems. Zeitschr. f. Math, 
u. Phys., her. v. Schlömilch, XIX, 3. S. 185. 

Anm. d. üebers. 
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sei, welche alle Lagen der Gentralaxe im Baume enthält^ und 
(S') die mit dem beweglichen System unveränderlich verbun- 
dene geradlinige Fläche, welche alle Lagen der Centralaxe be- 
züglich der Punkte dieses Systems enthält. Die Bewegung 
des Systems kann, wie in §. 156 gezeigt wurde, durch eine 
Bewegung der Fläche (S') auf (S) hin erzeugt werden. 

Zur Bestimmung der Geschwindigkeiten dieser Bewegung 
zu einer gegebenen Zeit t muss man die gemeinsame Er- 
zeugende (Ä) der Flächen (S) und (Ä'), d. h. die Centralaxe, 

kennen, femer die Winkelgeschwindigkeit cd der Rotation um 
diese Axe und die Translationsgeschwindigkeit Ä, die die Rich- 
tung dieser Axe hat. Diese Elemente sind im allgemeinen 
veränderlich, und von der Art ihrer Aenderung hängen die 
geometrischen Incremente der Geschwindigkeiten und mithin 
auch die Beschleunigungen der verschiedenen Ordnungen ab. 
Wir wollen nun untersuchen, wie die Beschleunigungen erster 

Ordnung sich mit Hilfe von o, 1c und deren geometrischen 
Derivirten bestimmen lassen. 

Es sei (Ä) die Lage der Centralaxe zur Zeit t, (A) ihre 
Lage auf der Fläche (S) zur Zeit t -{- r und ein beliebiger 
Punkt der Geraden (Ä), In die Richtung dieser Geraden fällt 

die Translationsgeschwindigkeit 1c und die Winkelgeschwindig- 
keit o] man kann den Punkt als Anfangspunkt beider 
Strecken wählen. Die Beschleunigung erster Ordnung v^ eines 
Punktes m des unveränderlichen Systems ist die geometrische 
Summe der Beschleunigung w^ der Rotation um und der 
Beschleunigung u^ des Punktes 0. Die erstere Componente 
bestimmt sich nach der Regel des §. 159, die letztere fol- 
gendermassen. Man bestimme die Geschwindigkeit des Punktes 
zur Zeit t -{-■ t, subtrahire davon geometrisch die Geschwin- 
digkeit Ä, dividire den Rest durch r und setze r == 0. Wenn 
der Punkt zur Zeit t -{-■ t nach 0^ gelangt und wenn O^Cy 
die Senkrechte auf (Ä') ist, so setzt sich die Geschwindigkeit 
des Punktes 0^ zusammen aus der Winkelgeschwindigkeit 
CO ~\- jdo der Rotation um (Ä') und der längs (A) gerichteten 

Geschwindigkeit 1c des Punktes (/] die ßrstere dieser Ge- 
schwindigkeiten ist gleich 0^0' (o + ^cö); folglich ist die 
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geometrische Differenz der Geschwindigkeiten der Punkte 0^ 
und gleich 



Dividirt man dies durch r, setzt r = und bezeichnet 

den Grenzwerth des Verhältnisses — — mit ^, so ergiebt sich 

0' 
6 CD als Grenzwerth von — — {co + z/o). Die Grösse 60) hat 

man sich dabei als eine Strecke s zu denken, die längs der 
Normalen im Punkt der Flächen (8) und (8') in dem Sinne 
gerichtet ist, wohin der Punkt sich von der Fläche (8) 
entfernt. 

Für einen Beobachter, der in der Richtung von o steht, 

die Füsse in hat und auf (Ä) hinsieht, ist also s nach links 
hin gerichtet. 

Man hat daher zur Bestimmung der Beschleunigungen 
erster Ordnung die allgemeine Formel: 

v^ = k^-\- e^w^, (18) 

wo \ die geometrische Derivirte der Translationsgeschwindig- 
keit h und % die Beschleunigung des Punktes m bei der 
Rotation des Systems um mit der Winkelgeschwindigkeit 

und der Winkelbeschleunigung (o^ ist; dabei ist, wie in 

§. 159 bewiesen wurde, Wi= U -}- W, wenn U die Rotations- 
geschwindigkeit des Punktes m um mit einer Winkel- 
geschwindigkeit gleich der Winkelbeschleunigung ca^ und W 
die Centripetalbeschleunigung bezeichnet, d. h. die Beschleu- 
nigung bei einer gleichförmigen Rotation des Punktes m um 
die Gentralaxe mit der con stauten Winkelgeschwindigkeit o. 
Bedeutet d" die Winkelgeschwindigkeit der Verrückung 

der Gentralaxe, d. h. die Winkelderivirte von o, so lässt sich 

01 in zwei Componenten zerlegen : -ji in der Richtung von cd 

und fod' senkrecht zu o. Dadurch zerfällt U in die beiden 



Componenten U' und ü"] es ist nämlich ü' die Rotations- 
gescTiwindigkeit mit der Winkelgeschwindigkeit -^ ; dieselbe 
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ist gleich h -jr und zu der durch die Centralaxe und den Punkt 



m gehenden Ebene senkrecht; die andere Componente U" ist 
die Rotationsgeschwindigkeit mit der Winkelgeschwindigkeit 
G)%' um die durch gehende Gerade, die die Bichtung von 
ad' hat. 

Die ^ahl des Punktes auf der Centralaxe ist will- 
kürlich. Bei Aenderung der Lage von ändern sich nur 
s und U"j wogegen die übrigen Componenten von v^ dieselben 
bleiben. Sind die Flächen (ß) und {8') abwickelbar, oder 
sind sie zwar windschief, haben aber zur Zeit t längs der ge- 
meinsamen Erzeugenden (A) ein ebenes Element, d. h. fallen 
die gemeinsamen Tangentenebenen dieser Flächen in den ver- 
schiedenen Punkten der Geraden {A) alle in eine Ebene, welche 

die Ebene der Geraden cö und o^ ist, so ist s für jede Lage 
des Punktes auf der Geraden {A) senkrecht zu dieser Ebene. 

Die Geschwindigkeit (T, mit welcher der Punkt aus einer 
Lage der Centralaxe {Ä) in eine benachbarte (Ä) in einer zu 
(Ä) senkrechten Richtung übergeht, heisst die orthogonale oder 
Wechselgeschwindigkeit] sie hat im allgemeinen verschiedene 
Werthe für verschiedene Punkte der Geraden (A). Li dem 
Falle, wenn (ß) und (ß') abwickelbare Flächen mit einer 
Rückkehrkante oder Kegel mit gemeinsamer Spitze sind, wird 
die Wechselgeschwindigkeit 6 für einen Punkt auf der Rück- 
kehrkante oder in der Spitze zu Null; folglich ist auch die 
Beschleunigung £ = ^ca gleich Null, d. h. der Punkt ist 
zu gleicher Zeit Momentancentrum der Geschwindigkeiten und 
Momentancentrum der Beschleunigungen erster Ordnung. Das- 
selbe gilt auch, wenn die Flächen (ß) und (fi") windschief 
sind,- aber zwei unendlich nahe Lagen (A) und {A!^ der 
Centralaxe als sich im Punkte schneidend angesehen werden 
können. Sind (ä) und (ß') Cylinderflächen, oder sind sie 
windschief und -d* = 0, d. h. lassen sich die beiden unendlich 
nahen Lagen {A) und (Ä) der Centralaxe als parallel be- 
trachten, so hat 6 einen und denselben Werth für alle Punkte 
der Geraden {A), und es hat daher auch b =^ 6(o denselben 
Werth sowohl nach Grösse als auch nach Richtung für jede 
Lage des Punktes auf der Geraden (A). Sind {ß) und (S') 



- 351 - 

windschief y so hat 6 seinen Minimal werth im Centralpunkte 
der Erzeugenden (Ä)*) d. h. in dem Punkte, in welchem diese 
Erzeugende die Strictionslinie schneidet. Für diesen Punkt 
liegt die Normale der Flächen (S) und (S') in der Ebene der 

Geraden cd und cd^ und daher liegt auch s in derselben Ebene. 

In dem Falle, wenn s die Beschleunigung des Centralpunktes 
auf der Gentralaxe (Ä) ist, drückt die Formel (18) die von 
Resal gegebene Regel für die Bestimmung der Beschleunigungen 
erster Ordnung eines unveränderlichen Systems aus.**) 

166. Um aus (18) die Projectionen der Beschleunigung 
«?i auf die Coordinatenaxen Ox, Oy, Oz zu erhalten, wollen 
wir der Einfachheit halber annehmen, dass die Axe Oz die 

Richtung der Centralaxe (A) habe und im Sinne mit cö über- 
einstimme; dann ist: jp = 0, ^ = 0, r = cj. Die geometrische 

Derivirte \ zerlegt sich in die geometrische Derivirte nach 

der Länge -^ und in die geometrische Derivirte nach der 

Richtung i-ö*; die erstere liegt in der Axe OZy die zweite hat 
dieselbe Richtung und denselben Sinn wie o-ö*. Die Projection 

der*Beschleunigung s auf die Axe Oz ist gleich Null; die 
Projectionen von a auf die Axen Ox und Oy sind nach §. 25 
Formeln (3) gleich + ß'^y ^^^ — o^«; daher giebt die 
Formel (18): 

vi.x = qz — ry — cd^x + -p + (oöy , 

k 

vj,y = rx —pz — (o^y + -q —GiOx, (19) 

/ f , die 

^hz=py — qx + j-^ . 



*) In diesem Falle haben die unendlich nahen Lagen (Ä) und (Ä*) 
der Centralaxe ein gemeinsames Perpendikel, auf dem der kürzeste Ab- 
stand der beiden Geraden liegt; die Schnittpunkte dieses Perpendikels 
mit den Geraden (Ä) und {Ä') fallen beim Zusammenfallen dieser Ge- 
raden auch in einen einzigen Punkt zusammen, welcher eben der Central- 
punkt heisst. Der geometrische Ort der Centralpunkte aller Erzeugenden 
einer Fläche {S) heisst die Strictionslinie (ligne de striction). 

**) Besal: Memoire sur les propri^tös g^omätriques du mouvement 
le plus gen^ral d'un solide. Journal de Tficole polytechnique. 37™® cahier. 
— Trait^ de cin^matique pure. 



M 
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Zur Bestimmung des zweiten Momentancentrums (|, ly, g) 
hat man somit die Gleichungen: 

il — ri? — o'l + -jp' + cD^y = 0, 

r'% -/g - 0)2^ + ^ g' - m6, = 0, (20) 

i>'^-«'l + ff = o. 

In §. 160 haben wir gesehen^ dass die Determinante D^ 
dieses Systems linearer Gleichungen sich auf — o^'ö^ reducirt. 
Ist dieselbe nicht gleich Null, so ergeben die Gleichungen (20) 
bestimmte endliche Werthe für |, ly? 5; ^^<i ®s existirt daher 
in diesem Falle nur ein einziges zweites Momentancentrum. 

Ist aber J)^ = 0, so wird o^ = 0, p = 0, g^ = 0, / == -^^ ;. in 

diesem Falle können, wie aus der dritten der Gleichungen (20) 
ersichtlich, die Coordinaten % und ri keinen endlichen Werth 

haben, wenn tt nicht gleich Null ist; folglich liegt dann das 

zweite Momentancentrum im Unendlichen. Wenn aber ausser 

Dj = auch — = ist, so wird die dritte der Gleichungen 

(20) zu einer Identität, und die beiden andern Gleichungen 
(20) geben für |, 77, g unendlich viele Werthe; dieselben ent- 
prechen den Punkten einer Geraden, deren Gleichungen sind: 

— -^7\ — ca^l + ^^ cos {^00) + fQ6u = 0, 

dl ^^^) 

^ I ^ — w^i] + ^^ cos (d'y) — ö^aj = ; 

in diesem Falle existirt also eine Momentanaxe für die Be- 
schleunigungen erster Ordnung. Die Bedingung Dj = er- 
fordert, dass entweder = oder d' = wird. Die erstere 
Voraussetzung giebt für die zweite Momentanaxe die Gleichungen : 

-^i? + Ä^cos(^rc) = 0, ^| + Ä;^cos(^y) = 0; 

es ist dies eine der ersten Momentanaxe parallele Gerade. 
Dieselbe liegt im Unendlichen, wenn ^ = und h d" nicht 
gleich Null ist. Wenn cd zur Zeit t gleich Null ist, so sind 



I 
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alle Rotationsgeschwindigkeiten w, w\-" gleich Null, und es 
bleiben somit nur die Translationsgeschwindigkeiten, die geo- 
metrisch gleich k sind; die Richtung von o fallt dann mit 

dm 

der von -ji zusammen, und die Beschleunigung jedes Punktes 

setzt sich aus k^ und einer Rotationsgeschwindigkeit von der 

Winkelgeschwindigkeit -^ zusammen. Mithin kann man in 

diesem Falle das ganze System der Beschleunigungen erster 
Ordnung ansehen als ein System von Geschwindigkeiten, die 

eine Centralaxe haben; man kann es daher durch eine Schrauben- 

dk 
bewegung hervorbringen, wenn ^ nicht gleich Null ist ; es 

giebt dann keinen Punkt, dessen Beschleunigung erster Ord- 
nung gleich Null wäre. Ist aber ^- = 0, so ist k^ senkrecht 

auf k] ebenso ist die Beschleimigung v^ senkrecht auf -^, und 

man kann daher dann alle Beschleunigungen ansehen als die 
Beschleunigungen bei der Bewegung einer ebenen Figur in 

einer zu ^7 senkrechten Ebene: sie haben in dieser Ebene 
dt ' 

ein Momentancentrum, und die durch dasselbe parallel zu -77 

gezogene Gerade ist die zweite Momentanaxe. 

dk 
Gesetzt, es sei -d* = 0, ^ = und o nicht gleich Null. 

Dann gehen die Gleichungen (21) über in: 



dt 

dm 
~di 



— (O^ri — a}(?a; = 0. 



Es sind dies die Gleichungen zweier der Centralaxe pa- 
rallelen und auf einander senkrecht stehenden Ebenen. Es 
giebt daher in diesem Falle eine zweite Momentanaxe, die der 
ersten parallel ist. Die Spur dieser Geraden in der Ebene 
xy lässt sich ebenso bestimmen, wie das zweite Momentan- 
centrum bei der Bewegung einer ebenen Figur in ihrer Ebene 

(s. §. 162). In dem speciellen Falle -^ = fällt jene Spur 

Somoff, Mechanik. I. 23 
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mit dem geometrischen Centrum der Beschleunigungen zu- 
sammen. 

167. Mit Hilfe der Projectionen der Geschwindigkeit und 
der Beschleunigungen erster und zweiter Ordnung auf die 
Coordinatenaxen lassen sich (s. §. 100, 101 und 102) alle 
Grössen darstellen, die sich auf die Bestimmung der ersten 
und zweiten Krümmung der Bahn jedes Punktes des un- 
veränderlichen Systems beziehen. 

Setzt man zur Abkürzung 



und 



V« V, 



Vj,y Vi^, 



B^ 



X 



B = 



so ist 






'X ^y ^z 



c = 



V 



X 



Vr 



^1,^ «^i,y 



V\^X Vl^y Vl^g 

V2,x V2,y V^^z 

Vx {l — x) + Vy(ri — y) + Vz(t — ^) = 
die Gleichung der Normalebene und 

die Gleichung der Schmiegungsebene. Zusammen genommen 
stellen diese Gleichungen die erste Hauptnormale dar. Die 
folgenden: 

Ä(ri--y) — B(^-x) = 

sind die Gleichungen der zweiten Hauptnormale. Die Formeln" 

A^ + B^ + C^ 



V' 



9 = 



:3^^Tr:r UUd T = + 



-^ D 



geben Ausdrücke für den ersten imd zweiten Krümmungsradius 
in Form von algebraischen Functionen der Coordinaten x, y, J3, 
Für die Punkte, deren erster Krümmungsradius unendlich 
gross ist, oder deren Beschleunigung erster Ordnung die 
Richtung der Tangente der Bahn hat, ist: 

^ = 0, B = 0, (7 = 0. (22) 

Jede dieser Gleichungen ist eine Folge der beiden andern. 
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Man sieht leicht, dass sie Flächen zweiter Ordnung darstellen. 
Vermittelst der Formeln (19) gehen sie über in: 



m 



o 



C3 



Genaueres über die Untersuchung dieser Gleichungen 
und andere bemerkenswerthe Folgerungen, die sich aus den 
Gleichungen (22) ergeben, findet man in dem Werke von 
Resal: Traite de cinematique pure. Dort, sowie in dem 
Lehrbuch der theoretischen Mechanik: „Theorie der Bewegung 
und der Kräfte" von Dr. Wilhelm Schell ist die Bestimmung 
der Beschleunigungen zweiter Ordnung bei der Bewegung eines 
' unveränderlichen Systems durchgeführt und sind verschiedene 
Anwendungen auf die Geometrie gezeigt. 



Endliche mögliche Verschiebungen eines freien unveränderlichen 

Punktsystems. 

168. Lehrsatz, Unter den verschiedenen Bewegungen, ver- 
mittelst deren man ein freies unveränderliches Punktsystem (ni, 
m', m", • • •) aus einer gegebenen Lage ( üf , M'^ M!\ • • •) in eine 
andere gegebene Lage (Mj, Jlf/, ÜSf/', •••) überführen kann, giebt 
es immer eine einfachste; dieselbe ist entweder eine gleichförmige 
geradlinige, oder eine gleichförmige rotatorische, oder eine aus 
beiden zusammengesetzte Bewegung. 

Beweis. Verschiebungen der Punkte (m, m\ m", • • •) wollen 

wir die Sehnen MM^, M'M^, M"M^\ ••• derjenigen Wege 
nennen, welche die Punkte zu durchlaufen haben. Zunächst 

setzen wir nun voraus, dass die Verschiebungen MM^, M'M^j 

W Ml' dreier nicht in gerader Linie liegender Punkte ein- 
ander geometrisch gleich sind; dann müssen, wie man leicht 
sieht, die Verschiebungen aller übrigen Punkte jenen geo- 
metrisch gleich sein, und man kann daher alle Verschiebungen 
durch eine geradlinige * gleichförmige Bewegung der Punkte 

23* 
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niy m\ m", ••• in einer beliebigen Zeit r hervorbringen, mit 

MM 
der gemeinsamen Geschwindigkeit parallel einer und der- 

selben Geraden. 

Wenn es unter den Punkten des Systems einen Punkt 
giebt, dessen Verschiebung gleich Null ist, so lässt sich die 
Verschiebung des Systems durch eine Rotation um den Punkt 
hervorbringen. In diesem Falle sieht man leicht ein, dass 
es noch eine Menge anderer Punkte giebt, die keine Ver- 
schiebung erleiden; sie liegen alle auf einer durch gehenden 
Geraden. Jeder Punkt Ä nämlich, dessen Verschiebung gleich 
Null ist, muss von den Punkten M und Jf^ gleich weit ab- 
stehen und daher in der durch den Mittelpunkt ft der Strecke 
MM^ gehenden und auf derselben senkrechten Ebene (P) 
liegen; ebenso muss Ä in der durch den Mittelpunkt fi der 
Verschiebung M^M^ gehenden und zu derselben senkrechten 
Ebene (P') liegen; folglich liegt Ä auf der Schnittlinie der 
Ebenen (P) und (P'). Offenbar steht jeder Punkt dieser Schnitt- 
linie von den Punkten Jf und üf^, sowie auch von den Punkten 
M' und Ml gleich weit ab; und da in den Pyramiden OMM'^A 
und OM^Mj^'Ä die von den gleichen Seiten eingeschlossenen 
Flächenwinkel an den Kanten OM und OM^ gleich sind, so 
ist AM'' = ÄMi'. Man ersieht hieraus, dass alle Punkte 
der Schnittlinie der Ebenen (P) und (P') als unveränderlich 
verbunden mit den Punkten m, m\ m", • • • , keine Verschiebung 
erleiden. Alle Ebenen, die sich durch die Mittelpunkte der 
übrigen Verschiebungen M'M^'y M"M^'\ • • • senkrecht zu 
diesen legen lassen, schneiden sich in derselben Geraden OAy 
wie jene Ebenen (P) und (P'). Der Winkel zwischen den 
Ebenen OMA und OM'A ist gleich dem der Ebenen OM^A 
und OM^A, und deshalb ist auch der Winkel der Ebenen 
OMA und OM^A gleich dem der Ebenen OMA und OJf/Jl; 
folglich erleidet jede durch OA gehende Ebene eine Ver- 
schiebung um einen und denselben Winkel 9?, den man die 
Winhelverschiehung des ganzen Systems nennt. Offenbar lässt 
sich das System aus der Lage (M, M, M'\ • • •) in die Lage 
(Jlfi, M^'j Jf/', •••) durch eine gleichförmige Rotation um OA 
überführen, und zwar in einer beliebigen Zeit r mit einer 
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Winkelgeschwindigkeit gleich — . Die Gerade OÄ heisst des- 
halb die Äxe der Verschiebung des Systems. Bedeutet h den 
Abstand der Mitte (i der Verschiebung MM' von der Axe 

OÄ, ao hat man MM' = 2Ä tan^; da tan^ für alle Punkte 

denselben Werth hat, so sind die Verschiebungen der einzelnen 
Punkte den Abständen der Mitten der Verschiebungen von 
.der Axe OA proportional. 

Wenn sich die Verschiebung eines Systems durch eine 
Translationsbewegung nicht hervorbringen lässt, so lässt sie 
sich immer durch eine Bewegung erzeugen, die aus einer Trans- 
lation und einer Rotation um irgend einen Punkt zusammen- 
gesetzt ist, wie wir in §. 155 gesehen haben; dabei kann die 
Translationsverschiebung geradlinig und gleichförmig sein, und 
die Rotation um eine Axe vor sich gehen, die diese Trans- 
lation erleidet. Dieselbe Verschiebung lässt sich durch zwei 
successive Bewegungen hervorbringen: zuerst eine Translation 
und dann eine Rotation um eine feste Axe, oder zuerst eine 
Rotation um eine feste Axe und dann eine geradlinige Trans- 
lation. Es sei 00' die Verschiebung eines beliebigen Punktes 
und MM^ , M'M^y • • • gerade Strecken, die der Verschiebung 

OO 'geometrisch gleich sind; das Punktsystem ((X, M.^^ M^, • • •) 
repräsentirt die Lage, in welche das System nach der Trans- 
lation mit der gemeinsamen Verschiebung 00' kommt; und 
da ((7, M^, M^,*") mit {&, M^, üf/, •••) einen gemeinsamen 
Punkt 0' haben, so lässt sich das gegebene Punktsystem aus 
der Lage (0', M^, ÜSfg', •'•) durch eine Rotation um eine ge- 
wisse Axe O'Ä in die Lage ((7, ÜSf^, Jlf/, •••) überführen. 

Wenn die Strecken OM^, ÖM^,"- den ÖM^, ÖJ^, ... geo- 
metrisch gleich sind, so repräsentirt (0, M^, Jfg', «..) eine 
Lage, in welche man das System aus der ursprünglichen Lage 
(0, Mj M'y . . .) durch eine Rotation um eine gewisse Axe OA 
überführen kann; hierauf kann man es aus der Lage (0, M^, 
M^y . . .) durch eine geradlinige Translation mit der gemrein- 

samen Verschiebung 0(7 in die Lage (0', Jf^, Jf/, • • .) bringen. 
Dabei haben alle Punkte der Geraden OA diese Translation, 
wodurch OA mit OA' zusammenfällt. 
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Da 

MW, = üä + M3I^, Wm; ='Öi)' +Wm^, 



und da überdies alle Rotations Verschiebungen MM^, MM^y"- 
auf der Axe 0-4- senkrecht. stehen, so findet man, wenn man 

die Strecken ÖN =MM,, ÖJT = 3/' Jf/, .. • und dann O'iV, 
O'N'y"' zieht, dass die letzteren in einer uüd derselben zu 
OA senkrechten Ebene liegen. Wir schliessen hierausfolgendes: 
1) Die Axe der Botationsverschiehung steht senkrecJit auf 
der Ebene, die dtireh die Endpunkte von drei Geraden gehtj 
welche, von einem Ursprünge ausgehend, den Verschiebungen dreier 
Punkte geometrisch gleich sind. 2) Die Verschiebungen aller 
Punkte haben gleiche Prcjectionen auf die Axe der Botations- 
verschiebung. 

Trägt man in einer durch gehenden und zu 0-4 senk- 
rechten Ebene (Fig. 71) OK gleich und entgegengesetzt O'N 
auf und construirt in derselben Ebene über OK als Grund- 
Fig. 71. liöie ein gleichschenkliges Dreieck 

^^ a'03IK, so dass der Winkel OMK 

fi ^ gleich 9? wird, so ist der Scheitel 

j/_/L-^^^' Jf ein Punkt, dessen Verschiebung 

{// J9 A geometrisch gleich ON i^t. Alle 

Qf Punkte der der Geraden OA pa- 

rallelen MÄ haben Verschiebungen, 

^ die geometrisch gleich ON sind. 

Man kann das gegebene System von Verschiebungen als zu- 
sammengesetzt betrachten aus einer Translation mit der ge- 
meinsamen Verschiebung ON und einer Rotation um die Axe 
MÄ. Dabei ist die Winkel Verschiebung wieder (p\ denn NG 
oder OK ist die Rotations Verschiebung des Punktes und 
Winkel OMK = 9? ist die Winkel Verschiebung. 

Die kleinste von allen Verschiebungen stellt sich dar als 
Perpendikel OP auf der Ebene O'NN'. Die Punkte, deren 
Verschiebungen gleich OP sind, liegen auf der der Axe OA 
parallelen Geraden (C) und verschieben sich in dieser Geraden. 
Man kann das ganze System der gegebenen Verschiebungen 
als zusammengesetzt ansehen aus einem Translationssystem 
mit der gemeinsamen Verschiebung OP und einem Rotation s- 



i 
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System um (C) mit der Winkelverschiebung g?. Ein derartiges 
zusammengesetztes System von Verschiebungen lässt sich durch 
eine Schraubenbewegung erzeugen. Die Gerade (C) heisst 
die Centräkuce. Der Scheitel C des gleichschenkligen Dreiecks 

OO^C, das in der zu OA senkrechten Ebene über 00^== PO' 
als Grundlinie mit dem Winkel OCO^ = g? an der Spitze con- 
. struirt wurde, ist einer der Punkte der Centralaxe. Durch den 
Punkt C geht aber die Mittelsenkrechte von 00^. Man kann 
also sagen: Wenn man auf der Projection einer heliebigen Ver- 
schiebung auf eine mr Axe AO sei'ikrechte Ehern die Mittel- 
senkrechte errichtet, so geht dieselbe durch die Spur der Central- 
axe in dieser Ebene. Auf Grund dieser Eigenschaft lässt sich 
die Centralaxe mit Hilfe der Projectionen zweier Verschiebungen 
auf eine zur Axe OA senkrechte Ebene bestimmen. 

Sind alle Verschiebungen MM^ , Jf ' Jf/, • • • einer Ebene 
parallel, so ist OP = und die Centralaxe (C) ist nur Ro- 
tationsaxe. Man sieht hieraus, dass sich die Verschiebung einer 
ebenen Figur in ihrer Ebene immer durch eine Botation um 
einen gewissen PunJct hervorbringen lässt, welcher sich als Schnitt- 
punkt der Mittelsenkrechten der Verschiebungen zweier Punkte 
ergiebt. 

169. Zwei oder mehr auf einander folgende Verschiebungen 
lassen sich durch eine einzige Verschiebung ersetzen. 

Sind a, 6, c, '** k successive Translationsverschiebungen, 

so ist ihre geometrische Summe a + & + c + "* + ^die 
Translationsverschiebung, durch welche das System aus der 
ursprünglichen Lage in diejenige gebracht werden kann, welche 

es nach der Verschiebung k einnehmen soll. Auch ist leicht 

zu sehen, dass die Reihenfolge der Verschiebungen ajb, c,'"k 
auf die resultirende Bahn des Systems keinen Einfluss hat. 
Offenbar können auch zwei auf einander folgende Rotations- 
verschiebungen um einen und denselben Punkt durch eine 
einzige Rotationsverschiebung um denselben Punkt ersetzt 
werden. Die Lage der Axe und die Winkelverschiebung der 
resultirenden Verschiebung bestimmen sich folgendermassen. 
Man denke sich eine Kugel um als Mittelpuukt beschrieben 
(Fig. 72); A sei die Spur der Axe der ersten Rotations ver- 
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Schiebung, B die der Axe der zweiten, auf die erste folgenden 
ßotationsverschiebung auf dieser Kugel, a und ß die ent- 
sprechenden Winkelverschiebungen. Trägt man 
an den durch Ä und B gehenden grössten Kreis 
nach beiden Seiten des Bogens AB im Punkte Ä 

sphärische Winkel gleich — und ebenso im Punkte 

J^ B sphärische Winkel gleich ^ an, so erhält man 

als Schnittpunkte der Schenkel dieser Winkel die 
beiden gegen den Bogen AB symmetrisch gelegenen Punkte 
C und C\ Die erste Verschiebung führt nun den Punkt C 
nach C, die zweite den Punkt C nach C, so dass also C 
nach den beiden Verschiebungen wieder an seinen ursprüng- 
lichen Ort zurückkehrt; dieser Punkt ist daher die Spur der 
Axe der aus den beiden gegebenen resultirenden ßotations- 
verschiebung. 

Die Rotation um (J5) führt das Dreieck AC'B in die 
Lage AGB über; CA ist die Lage des Bogens C^ infolge 
der Rotation um C mit der Winkelverschiebung 

^(7^' = 360« — 2^(71?. 
Der Winkel AGB bestimmt sich aus dem sphärischen Drei- 
ecke ABC durch die Winkel ^ , ^ und die Seite AB, 

Zwei auf einander folgende Rotations Verschiebungen um 
parallele Axen reduciren sich auf zwei auf einander folgende 
Verschiebungen einer ebenen Figur in einer zu den Axen 
senkrechten Ebene. Man denke sich in Fig. 72 die Kugel 
durch eine Ebene ersetzt, so dass A die Spur der ersten, B 
die der zweiten Axe in dieser Ebene, a und ß die Winkel- 
verschiebuDgen und die Dreiecke ABC, ABC geradlinig sind. 
Durch dieselben Schlussfolgerungen, wie im vorigen Falle, 
ergiebt sich dann C als Spur einer der gegebenen parallelen 
Axe, um welche eine einzige Verschiebung stattfinden kann, 
die die beiden gegebenen ersetzt. 

Ist ^ + 2 ^^ ^^^^y ®^ ^^®g* ^®^ Punkt C im Unendlichen. 
Man kann in diesem Falle die Rotation um B als der um A 
entgegengesetzt betrachten mit derselben Winkelverschiebung a. 
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Zwei solche Rotationen bilden ein Paar; jedes Kotationspaar 
lässt sich durch eine Translation ersetzen. Um sich hiervon 
zu überzeugen, sei B^ (Fig. 73) die Lage des Punktes B vor 
der Rotation um A und Ä2 die des Punktes A nach der Ro- 
tation um B] da nun ^ B^AB = ^ ABA^^^a^ 

so ist AA2 = B^B\ also erleiden die beiden 
Punkte A und B^ der Geraden AB^, die der 
\b beweglichen ebenen Figur angehört, geometrisch 
gleiche Verschiebungen; daher ist die resul- 
tirende Verschiebung eine Translation nach 
derjenigen Seite hin, wohin die erste Rotation 
vor sich geht. Die Grösse der gemeinsamen Verschiebung ist 

2^-Bsin^. 

Ausführlichere Untersuchungen über die Zusammensetzung 
der Verschiebungen und über die Abhängigkeit der Lage des 
Systems von der Reihenfolge, in der die Verschiebungen auf 
einander folgen, finden sich in der Abhandlung von C. Jordan: 
Memoire sur les groupes de mouvements in den Annali di 
Matematica pura ed applicata diretti da F. Brioschi e L. Cre- 
mona, Serie IL T. IL 

Die Abhandlungen von Chasles in dem 52. Bande der 
Comptes rendus hebdomadaires des seances de l'Academie des 
Sciences (Paris 1861) enthalten manche andere interessante 
Eigenschaften der endlichen Verschiebungen. 

Von den Eigenschaften der Verschiebungen kann man 
mit Leichtigkeit zu denen der Geschwindigkeiten übergehen, 
indem man die Verschiebungen unendlich klein annimmt und 
unendlich kleine Grössen höherer Ordnung, d. h. solche, die 
von den Beschleunigungen abhängen, vernachlässigt. Die Axe 
einer unendlich kleinen Rotationsverschiebung um einen Punkt 
wird zur Momentanaxe der Rotation oder zur Axe der Ge- 
schwindigkeiten , und die Centralaxe der unendlich kleinen 
Verschiebungen wird Centralaxe der Geschwindigkeiten. 

170, Die Existenz einer Rotationsaxe bei einer endlichen 
Verschiebung um einen festen Punkt lässt sich folgendermassen 
analytisch nachweisen. 

Man denke sich drei zu einander rechtwinklige Axen, die 
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von einem festen Punkt ausgehen und mit dem um ro- 
tirenden Systeme unveränderlich verbunden sind; es seien 0|, 
Ori, Og die Lagen dieser Axen vor der Verschiebung des 
Systems und Ox, Oy, Oz ihre Lagen nach derselben; |, i^; 5 
seien die Coordinaten eines Systempunktes m bezüglich der 
ersteren Axen und x, y, z seine Coordinaten bezüglich der 
zweiten Axen. Nach den Formeln für die Coordinatentrans- 
formation hat man dann: 

l = a^x + \y + CiZ, 

^ = «2^ + hy + <^2^7 (1) 

^ = a^x-\- b^y + Cg^, 

wo («1, «jj, ag), (h^, h^, 63), (Ci, c^y Cg) die Cosinus der Winkel 
sind, welche die Axen Ox^ Oy, Oz mit den Axen Oi,, Oiq, 
Og bilden. Diese Cosinus genügen den folgenden Bedingungs- 
gleichungen: 

«1^ + «2^ + «3^ = 1; ^1^1 + \<^2 + i^3^3 = 0, 

W + W + W = 1; «1^1 + «^2^2 + «3C3 = 0, (2) 

<^i + ^2^ + <^z = ^y <^A + »2^2 + 0^3*3 = 0; 
femer den Gleichungen: 



a. 



a« 



a. 



+ V + c,' = 1, 

+ w + ^2' = 1, 
+ W + ^' = 1, 



«2^3 + ^2^3 + ^^3 = 0, 
0^3% + i!^3*l + ^3^1 = 0, 



Endlich gelten noch die Beziehungen: 



«1 


^ 


Ol 


«2 


\ 


Ca 


«3 


h 


C3 



^1 ^2^3 ^2^3; 

^1 "= ^2^3 ^2^3; 

q = «2^3— i^2^3? 



= 1, 



^2 ^3 ^1 ^3 ^1 ? 

^2 ^"^ ^3^1 ^3^1> 

C2 = «361 —h^a^, 



0^3 01^2 Ci'^2; 

O3 = Ciöf'2 ^1^; 



(3) 



Ist die Verschiebung des Punktes (|, rj, g) gleich Null, 
so ist X = ^f y = rjj z = ^ und es folgt dann aus den Glei- 
chungen (1): 

g = aj + 61I? + CxS, K - 1) I + 6112 + ^i5 = 0, 

ri = a2^ + \ri + c^t,, oder «2! + (^2 — 1) ^ + ^25 = 0, (4) 

g = agg + 63I? + Cgg, . agg + 63 1? + (Cg ~ 1) g = 0. 
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Sollen aber die letzten drei Gleichungen durch ein an- 
deres Werthsystem von ^, rj, ^ als 0, 0, erfüllt werden, so 
ist nothwendig und hinreichend, dass die Determinante 

«1 — 1; \> ^1 



D = 



a 



2) 



Co 



a« 



C3 — 1 



a^ 61 Ci 
«2 h ^2 

«3 &3 C3 




h H 




«1 ^1 




«1 ^1 




h ^3 




«3 C^ 




«2 62 















"3 7 ^3; 

zu Null werde. Man überzeugt sich leicht, dass dieselbe 
identisch gleich Null ist. Nach der bekannten Additionsregel 
für Determinanten hat man nämlich: 



D = 



+ «1 + 62 + C3 — 1. 

Dies wird jedoch nach den Formeln (3) identisch zu 
Null.*) Ist aber D = 0, so stellen die Gleichungen (4) eine 
durch den Coordinatenursprung gehende Gerade dar, welche 
die Rotationsaxe ist. Bezeichnet man mit D^, die Derivirte 
der Determinante D nach dem Elemente der r*®° Zeile und 
^ten Colonne, so lassen sich die Gleichungen (4) durch die 
folgenden ersetzen: 

g : 1^ : 5 = JJ^i : Jj^^ • J-^iz ^^^ -^21 • -^22 • -^23 ^^ -^31 • -^32 • -^33? yp) 
mit Hilfe der Gleichungen (3) findet man dann: 



*) Dass Z) = ist, lässt sich auch folgendermassen beweisen. Man 



multiplicire D mit der Determinante 



«1 


h 


Cl 


«2 


h 


C2 


«3 


h 


Cs 



= 1, indem man die 



Formeln (2) beachtet. Dadurch erhält man — I>, folglich ist D=^ — D^ 
also D = 0. Euler, von dem der Beweis für die Existenz der Rotations- 
axe für eine endliche Verschiebung um einen Punkt herrührt, gab in 
seiner Abhandlung: Formulae generales pro translatione quacunque cor- 
porum rigidorum (Novi Comm. Ac. Petrop. 1775, T. XX.) die Gleichung 
2) = noch nicht. Dies that erst Lexell in der Abhandlung: Theoremata 
nonnulla generalia de translatione corporum rigidorum ^Novi Comm. Ac. 
Petrop., T. XX). Der Beweis dafür, dass D = ist, ergiebt sich auch 
aus den Eigenschaften der schiefen Determinanten (Brioschi: Theorie 
des d^terminants). 
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Ai = ö^i — &2 — ^3 + 1; 

Al = *1 + «2> ' 

Ai "^^ ^1 "r ^3; 
A2 = *1 + «2? A3 = ^1 + %; 

A2 = &2 — «1 — ^3 + 1? A3 = ^2 + hf 

A2 = ^2 + *3; A3 = ^3 — «1 — ^2 + 1- 

Da aber Drs = Ar ist, so ist Brs = + YlDrr VÖssy und 
somit gehen die Gleichungen (5) in die folgenden über: 

±>/a; ±>/a; ±v'j^j ^^ 

wo die Zeichen + sich nach dem Vorzeichen von 



A, = + y^ryA, 

bestimmen. 

17 !• Es seien wiederum /u., /u.', /m^",*** ^i® Mitten der 
Verschiebungen Jfilfi, M'M^, M''M,'\'" Die halben Ver- 
schiebungen iiM^j II Ml, yi!'Mi\"' repräsentiren ein System 
von Strecken, die auf den durch die Punkte /u., li, /u.", ••• und 
die Axe OA gehenden Ebenen senkrecht stehen; sie sind über- 
diess den Abständen jener Punkte von OA proportional. 
Folglich kann man diese, halben Verschiebungen betrachten 
als die Geschwindigkeiten einer Rotation des Punktsystems 
(ji, fi, /M.", •••) um die Axe OA mit einer Winkelgeschwindig- 
keit Sly die gleich tan ^ g? ist und nach der Regel des §. 26 
auf der Axe OA aufgetragen wird. Bezeichnet man mit 
A, ^j V die Projectionen von Sl auf die Axen 0|, Oi/, Og, 
so kann man mit Hilfe der Euler'schen Formeln die Projectionen 
der halben Verschiebungen /u-Jf^, ^'M^, /u." Jlf/', • • • auf diese 
Axen ausdrücken. Die Coordinaten (|, 1/, £;) des Punktes m 
erhalten infolge der Verschiebungen des Systems die Incremete 
^1, ^1/, ^^5 die Hälften dieser Incremente sind die Pro- 
jectionen von MM^ auf die Axen 0|, Orj, 0£;, und § + i-^l? 
rj + ■It'^Vy S + 4 ^t sind die Coordinaten* des Punktes ft. 
Mithin erhält man nach den Formeln (3) §. 25: 

i^, = t/(| + iz?|)-A(g + iz/g), (7) 
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Hieraus ergeben sich die Ausdrücke für die Projectionen 
der ganzen Verschiebung Mja^ auf die Coordinatenaxen als 
Functionen der Coordinaten des Punktes m. Die Gleichungen 
(7) lassen sich in Form linearer Gleichungen folgendermassen 
schreiben: 

— vJl+ z/7? + Az/g = 2i/| — 2Ag, 

aus diesen Gleichungen findet man: 

^1 - l [- (ft^ j^ v^) i + (x^, - v) n -\- {}^v + (i) g], 

^V==l [{^(^ + v) ^- (A^ + f') 12 + ((^v - A) t], (8) 



^g = I [(Xv -(,)^ + ((,v + X)f,- (A* + ,t^) g], 



WO 



A 



1/, 



f* 



— 1/, 1, 



A 
1 



= 1 + A2 + ^2 _^ 1/^ 



Man kann die Grössen ^S, ^i/, ^g auch unmittelbar 
mit Hilfe der Formeln (1) erhalten. Da |, ly, g die Coordinaten 
des Punktes M in Bezug auf die Axen Ox, Oy, Oz sind und 
5 + zi§, 1/ + ^^? S + ^S die Coordinaten desselben Punktes 
in Bezug auf die Axen 0^, Oi^, 0£, so erhält man nach den 
Formeln (1): 

folglich wird: 

^n= «2I +(^2—1)^+ ^2£; 

Z/g= «3! + &3I? +(C3-I)g. 

Durch Vergleichung dieser Ausdrücke für -J|, ^dri, z/g 
mit den unter (8) gegebenen erhält man die Gleichungen, 
welche zwischen den neun Cosinus a^, Sj, c^, ^2;*" ^^^ den 
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drei Grössen A, ft, v bestehen; aus ihnen ergeben sich die 
folgenden bemerkenswerthen Ausdrücke für die neun Cosinus: 



a, = J(l + r-^^-t.^), 



2 

«2 — -^ i^l^ + V), 




«3 -/, (^V ft)> 




2 


= l i^v + ^), 


6, _ i (1 - A^ + ^^ - r^), c, 


ü (f*^ ^)> 


2 


-Jd ^^ 



(9) 



Diese Formeln dienen zur Bestimmung der Lage (Orc, 
Oy, O0), welche die Axen (0|, Orj, Og) infolge der Rotation 
um die Axe OÄ annehmen. 

Wenn umgekehrt die Lage {Ox, Oy, Oz) gegeben ist, 
welche das Axensystem (0|, Ori, Og) nach einer beliebigen 
Verschiebung einnimmt, d. h. wenn die neun Cosinus %, ö^, 
^1; ^2y"' bekannt sind, so lassen sich die Grössen A, ft, v 
bestimmen, und man kann dann mit Hilfe dieser Grössen die 
Lage der Rotationsaxe OA und die Grösse der Winkel Verschiebung 
(p finden. Addirt man nämlich die Formeln für a^^ ftg, C3, 
so folgt: 

«1 + &2 + ft, =- i (4 - Ä), also: Ä = ^-^p^-^^ ; 

ferner findet man: 

■k ^1 4 ,4' 

h — (^2 = J^, ^1 — % = ^ ^; »2 — ^1 = ;^ V; 

2 = ^3— Ca ,, g l— « 3 ^ «2 — ^1 . 

für den Winkel g? erhält man die Formel: 



&2 — ^3 



tan| = yF+7M-^' = l/^^- . ... 
2 »^ I r I p^ öj _|_ 5^ 4. Cg + 1 

Fügt man zu den Ausdrücken (8) für die Projeetionen 
der Rotationsverschiebung auf die Axen 0|, Or\^ 0% die Pro- 
jeetionen der Translationsverschiebung auf dieselben Axen 
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hinzu, so erhält man allgemeine Formeln für die Projectionen 
einer beliebigen Verschiebung. Mit Hilfe dieser Formeln 
kann man die oben bewiesenen Eigenschaften der endlichen 
Verschiebungen analytisch ableiten. Diese Untersuchung findet 
man ausführlich durchgeführt in der Abhandlung von 0. Ro- 
diigues: Des lois geometriques qui regissent les deplacements 
d'un Systeme solide dans Fespace et de la Variation des co- 
ordonnees provenant de ces deplacements consideres inde- 
pendamment des causes qui peuvent les produire. Journal de 
LiouviUe T. V, 1840. 

172. Die drei Grössen A, fi, v, durch welche sich die 
Cosinus der von einem Systeme rechtwinkliger Coordinaten- 
axen Ox, Oy, Oz mit einem andern OS, Oi^, Ot, gebildeten 
Winkel ausdrücken lassen, können die drei Winkel 9, ^, -9* 
ersetzen, durch welche nach Euler (s. §. 151) die Lage des 
ersten Axensystems gegen das zweite bestimmt wird. Sind 
die Axen 0|, Ori, Ot, fest imd Ox, Oy, Oz mit dem um 
rotirenden Systeme unveränderlich verbunden, so werden die 
Grössen A, fi, v zu Functionen der Zeit. 

Cayley*) hat gezeigt, wie sich die Projectionen der mo- 
mentanen Rotationswinkelgeschwindigkeit auf die Axen OXy 
Oyj Oz als Functionen der Grpssen A, ft, 1/ und deren De- 
rivirten nach der Zeit darstellen lassen. Man hat dazu nur 
die Ausdrücke (9) in die Formeln (40) des §. 150 einzusetzen. 
Nach Ausführung dieser Substitution und Vornahme aller 
Kürzungen ergiebt sich: 

^ = l{W-vX' + ^'), (10) 

Bezeichnet man mit a)|, co,^, c»^ die Projectionen der mo- 
mentanen Winkelgeschwindigkeit c» auf die festen Axen 0|, 
Ori, Ol, so erhält man mit Hilfe der Formeln (10) und (9): 



*) The Cambridge and Dublin Mathematical Journal, T. I, 1846. 
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COfj 



= l(vX'^Xv+^'), (11) 

Diese Ausdrücke unterscheiden sich von den vorhergeherifcn 
nur durch die Vorzeichen der Determinanten zweiten Grades 

fiv — vfij vX' — Xv\ Afi' — iik\ (12) 

Bedeutet nun wieder g? die Winkel Verschiebung derjenigen 
endlichen Rotationsverschiebung, durch welche das Axensystem 
(0^, Oriy 0£;) in die Lage (ßx, Oy, Oz) übergeführt werden 
kann, und trägt man auf der Axe dieser Rotation die Länge 
iß = tan^9 auf, so sind A, /u., v die Projectionen von ß auf 
die Axen OS, Or], 0£ und auch auf die Axen Ox, Oy, Oz] A', ^\ v 
aber sind die Prgjectionen der geometrischen Derivirten 5^^ auf 
die Axen 0|, Ori^ 0%, Die Deternainanten (12) sind nun die 
Projectionen einer Strecke Ä auf die Axen OS, Oi^, Og, welche 
Strecke gleich der Fläche des aus iß und iß^ zu construirenden 
Parallelogramms ist; dabei steht Ä senkrecht auf der Ebene 
jenes Parallelogramms und ist im Sinne einer rechtläufigen 
Drehung des iß^ um iß gerichtet. Bedeuten also Äi, Ä,;, ifc^ jene 
Projectionen, so lassen sich die Gleichungen (10) und (11) 
schreiben : 

p=l(A'-^a 2 = l(/^'-^v), r=j(i,'-Äa (13) 

Aus diesen Formeln ergiebt sich eine einfache Construction 
für die Momentanaxe c», wenn iß und iß^ bekannt sind. Die 
Formeln (14) zeigen nämlich, dass die Geraden o, k und .ß^ 
in derselben Ebene liegen; denn die Determinante: 



w.-; cony G'C 


^x 


A' + h, 


;*' + Ä„ 


v' + Äe 


fci, Ä;,y, K^ 


2 


h, 


«,, 


*f 


A, /lA, V 




A', 


^', 


V 



ist gleich Null. Die Grössen o^, c»,;, c}^ sind die Coordinaten 
des Endpunktes B der momentanen Winkelgeschwindigkeit cj 
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bezüglich der Axen 0|, Ori, Og; p, q, r sind die Coordinaten 
desselben Punktes für die Axen Oxj Oy, Oz, oder die Co- 
ordinaten bezüglich 0|, Ori, Og desjenigen Punktes E, welcher 
infolge der endlichen Verschiebung, die das System der Axen 
(OS, Ori, Og) in die Lage {Ox^ Oy, Oz) bringt, nach D ge- 
langt. Daher sind 

die Projectionen der halben Verschiebung DE auf die Axen 
0|, Ori, Ot,, Da dieselben den Projectionen der Strecke K 
proportional sind, so- steht DE auf der Ebene der Geraden 
Sl und 1^1 senkrecht und liegt die Mitte C von DE auf der 
Geraden Sl^, Hieraus sieht man, dass die Ebene der Geraden 
«ß und CO mit der Ebene der Geraden iß und iß^ den Winkel 

^ 9 bildet. Es ist also die Moinentanaxe co die Schnittlinie der 
Ebene der Geraden K und ^^ mit einer durch Sl gehenden Ebene, 
die mit der Ebene der Geraden Sl und Sl^ den Winkel \fp 
bildet. 

Die Formeln (14) liefern: 

oj cos (c^i^) = ^, o cos (©.^i) = -^j^^ , 

O cos {(OTC) = ^_|_^a , 

und 

Die erste dieser Formeln zeigt, dass die Prqjection der 
mmnewtanen WinIcelgeschmndigJceit auf die Äxe derjenigen end- 
lichen Verschiebung, durch welche das System der Axen 0|, 
Ori, 0£ in die Lage Ox, Oy, Oz übergeführt wird, gleich der 
Derivirten der entsprechenden Winkelverschiebung nach' der Zeit ist. 

Die Formeln, (10) geben noch folgende: 

• 

A' = ^ (Am +P + iir — vq), 

ii =^ (lim + q + vp'- Ir), (15) 

1/' = ^ {vm + r + Ag — ffrjp), 
wo 

m ^== Xp '\- iiq -\- vr. 

Somoff, Mechanik I. 24 
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173. Verlegt man den Ursprung der festen Axen nach 
einem andern Punkt Ä mit Beibehaltung der Richtungen der 
Axen und bezeichnet man mit a, h, c die Coordinaten des 
Punktes bezüglich der neuen Axen, so hat man nach den 
allgemeinen Transfbrmationsformeln: 

y] = h + a.^x-^- h,y + c^^y (16) 

g= c + a^x-j- hy + ^3^1 

wo Xj y, z die Coordinaten eines beliebigen Punktes m be- 
züglich der Axen Ox, Oy, Oz sind und |, ^, 5 dessen Co- 
ordinaten für die festen Axen -4|, Ari, At, deren Ursprung 
Ä ist. Dabei lassen sich die neun Cosinus a^, 6^, ^i?,ö^j;"' 
wieder nach den Formeln (9) als Functionen der drei Grössen 
A, fA, V ausdrücken, welche die Axe und die Winkel Verschie- 
bung derjenigen Rotationsbewegung bestimmen, durch welche 
ein dem festen paralleles von ausgehendes Axensystem in 
die Lage der Axen Ox, Oy, Oz übergeführt werden kann. 
So lässt sich also die Lage der Axen Ox, Oy, Oz und des 
ganzen unveränderlichen Punktsystems (m, m', m", • • •) mit 
Hilfe der sechs. Argumente (a, 6, c, A, fi, v) bestimmen. Bei 
stetiger Bewegung des Systems bleiben die Coordinaten x, y, z 
constant, während die Argumente a, &, c, A, ft, v Functionen 
der Zeit werden. Mit Hilfe dieser Functionen lassen sich die 
Coordinatem |, i^j S jedes Systempunktes als Functionen der 

Zeit ausdrücken. Die ersten Derivirten dieser Coordinaten 

/ 

-^ =a ^a^x + b^y + c^z, 



^^ = 6' + a\x + h\y + (f,z, (17) 



dt 

= c i- a^x + b\y + c> 



dt 

sind die Projectionen der Geschwindigkeit des Punktes (x, y, z) 
auf die Axen -4|, Arj, A^. Die Derivirten a\, b\j c\j a\y"> 
enthalten die Derivirten k\ /u.', v\ die man mit Hilfe der 
Formeln (15) eliminiren kann; dadurch erhält man die Grössen 
(17) ausgedrückt durch die Variablen a\ b\ c, A, fi, i;, py g, r. 
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Dabei sind a , 6', c die Projectionen der Geschwindigkeit des 
Punktes auf die Axen A%^ Ärj, A^. Durch successive 
Differentiation der Formehi (16) ergeben sich Ausdrücke für 
die Projectionen der Beschleunigungen auf die festen Axen 
J[|, Ärj, A^, 



XYI. Oapitel. * 

Mögliche Bewegungen eines unfreien unveränderlichen Systems. 

174« Aus den Ausführungen des vorhergehenden Para- 
graphen folgt, dass sich die Coordinaten der Punkte eines 
unveränderlichen Systems bezüglich der festen Axen als 
Functionen von sechs Argumei;iten a, 6, c, A, ft, v darstellen, 
die man als unabhängige Variable betrachten kann, wenn das 
System vollkommen frei ist. Diese Argumente lassen sich, 
wenn nöthig, als Functionen von sechs anderen unabhängigen 
Variablen ausdrücken, welche man dann als neue Argumente, 
die die Lage des Systems zu bestimmen fähig sind, ansehen 
kann. Wenn die sechs Argumente, mit deren Hilfe sich die 
Lage eines unveränderlichen Systems bestimmen lässt, irgend 
welchen Bedingungsgleichungen oder -Ungleichungen genügen 
sollen, die entweder nur diese Argumente oder die Argumente 
und die Zeit enthalten, so wird das unveränderliche System 
zu einem unfreien oder ge^tvungenen. 

Die mechanischen Verbindungen, von denen derartige Be- 
dingungen herrühren, können entweder befestigende oder nicht 
befestigende sein (§. 121). Die befestigenden Verbindungen 
liefern Bedingungsgleichungen zwischen den Argumenten. Wenn 
die Zeit nicht explicit in diesen Gleichungen vorkommt, so 
darf die Anzahl der verschiedenen Gleichungen dieser Art 
sechs nicht übersteigen (§. 122). 

Ini Falle von sechs Bedingungsgleichungen ist das un- 
veränderliche System unbeweglich, da die Argumente dann 
constante Werthe erhalten. Im Falle von fünf Bedingungs- 
gleichungen sind die Verbindungen vollkommene] dann be- 
schreibt im allgemeinen jeder Punkt eine bestimmte Trajectorie, 

24* 
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deren Gleichungen man erhält, indem man die sechs Ar- 
gumente mit Hilfe der fünf Bedingungsgleichungen aus den 
drei Gleichungen, welche die Coordinaten des betreffenden 
Punktes als Functionen der Argumente ausdrücken, eliminirt. 
Einige besondere Punkte können dabei fest bleiben. Bei 
vier Bedingungsgleichungen kann sich im allgemeinen jeder 
Punkt auf verschiedenen, auf einer Fläche gelegenen Tra- 
jectorien bewegen; jene Fläche mag die Trajectorienfläche 
heissen. Ihre pleichung erhält man dadurch, dass man die 
sechs Argumente aus den Gleichungen (16) §. 173 und den 
vier Bedingungsgleichungen eliminirt. Einige besondere Punkte 
können dabei bestimmte Trajectorien beschreiben oder fest 
bleiben. 

Wenn die Verbindungen nicht mehr als drei Bedingungs- 
gleichungen ergeben, so kann §ich im allgemeinen jeder Punkt 
mit Ausnahme specieller Fälle nach allen Richtungen des 
Raumes bewegen. 

Ein fester Körper mit zwei festen Punkten Ä und B ist 
ein unveränderliches System mit fünf befestigenden Verbin- 
dimgen. . Die Coordinaten der Punkte Ä und B sind nämlich 
sechs Grössen, zwischen denen die Bedingung besteht, dass 
die Länge AB unveränderlich ist; man kann sie daher als 
Fimctionen von fünf unabhängigen Grössen ansehen, die wegen 
der Unbeweglichkeit der Punkte Ä und B constant bleiben 
müssen: dies liefert fünf Bedingungsgleichungen. Jeder nicht 
auf der Geraden AB gelegene Punkt des Körpers kann sich 
nur auf der Peripherie eines Kreises bewegen, dessen Mittel- 
punkt auf AB liegt und dessen Ebene auf dieser Geraden . 
senkrecht steht. Alle Punkte der Geraden AB sind fest. 

Ein starrer Körper, der sich parallel einer festen, un- 
veränderlich mit ihm verbundenen Axe (A) bewegen und um 
diese Axe drehen kann, ist ein unveränderliches Punktsystem 
mit vier befestigenden Verbindungen. Die Lage der gegebenen 
Axe (A) lässt sich durch die Coordinaten eines ihrer Punkte 
A und durch die Winkel bestimmen, welche sie mit den festen 
Coordinatenaxen bildet. Diese sechs Grössen lassen sich, mit 
Hilfe der Gleichungen der Axe selbst und der zwischen den 
Winkeln bestehenden Gleichungen als Functionen von vier 
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Grössen ausdrücken, welche constant bleiben müssen. Dies 
liefert aber die vier Gleichungen der Verbindungen. Im vor- 
liegenden Falle kann sich jeder nicht auf der Axe (Ä) ge- 
legene Punkt auf einem Kreiscylinder bewegen, dessen Axe 
die Gerade (Ä) ist; jeder Punkt der Axe (Ä) kann sich nur 
auf dieser Geraden bewegen. 

Wenn sich der Punkt Ä eines starren Körpers auf einer 
gegebenen festen Fläche (S) bewegen und die mit dem Körper 
unveränderlich verbundene Gerade ^J5 einer gegebenen Geraden 
parallel bleiben soll, so hat man nur drei Bedingungen, näm- 
lich die GJ^chung der Fläche imd die Bedingungen, dass die 
beiden Winkel, durch welche die Lage der Geraden AB gegen 
die festen Coordinatenaxen bestimmt ist, constant bleiben. In 
diesem Falle kann sich jeder nicht auf der Geraden AB ge- 
legene Punkt nach allen Richtungen hin bewegen, während 
die Punkte der Geraden AB auf bestimmten Flächen verbleiben. 
Doch kann auch bei drei Bedingungsgleichungen der Fall 
eintreten, dass es keine Punkte giebt, ' die .sich nach allen 
Richtungen hin verschieben können; z. B. wenn ein Punkt 
fest ist. Man hat in diesem Falle nur die drei Bedingungs- 
gleichungen, welche die Unveränderlichkeit der Coordinaten 
a, &, c des Punktes ausdrücken; jeder andere Punkt kann 
sich nur auf einer Kugel vom Mittelpunkte bewegen. Dieser 
Umstand erklärt sich dadurch, dass die gegebenen Bedingungen 
die Argumente k, [i, v nicht enthalten und dass diese aus 
den Gleichungen (16) eliminirt werden können. Man erhält 
dadurch eine Gleichung 

.. (S - af + {n- Vf + (g- c)^ =:^ + f + ^, 
die zwischen den Coordinaten |, ly, g eines beliebigen System- 
punktes besteht. 

176. Jede Bedingungsgleichung zwischen den sechs Ar- 
gumenten von der allgemeinen Form 

f{a, h, c, A, /ii, v) = 

liefert eine Differentialgleichung 

zwischen den Derivirten a , 6', c', A', fi', v der sechs Argumente. 
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Diesen Derivirten entspricht ein System möglicher Ge-* 
seh windigkeiten; das sich zerlegen lässt i^ ein Translations- 
system mit der gemeinsamen Geschwindigkeit &, die der Punkt 
hat, und in ein Rotationssystem um diesen Punkt mit der 

Winkelgeschwindigkeit cd. Bedeuten cc, /3, y die Projectionen ' 
der Geschwindigkeit Je auf die Axen Ox, Oy, 0^, so hat man: 

V = a^a + K^ß + c^y, 

c = «3« + 63/3 + Cgy. 

Mit Hilfe dieser Formeln und der Formeln (15) lässt 
sich die Gleichung (18) auf die Form bringen: 

Aa + Bß-\'Cy + Pp + Ög + Br = 0. (19) 

Hierin kann man -4, JB, C als die Projectionen einer ge- 
wissen Strecke H auf die Coordinatenaxen ansehen und ebenso 

P, Q^ R als die -Projectionen einer andern Strecke K] daher 
lässt sich die Gleichung (19) durch die folgende ersetzen: 



IIk + Kg} = 0. (20) 

Wir werden H und K die Parameter der Verbindung (20) 
nennen. Aus der Definition, die in §. 115 für die Diflferential- 
parameter einer Function mehrerer Punkte gegeben wurde, folgt, 

dass H und K die Differentialparameter der linken Seite der 
Gleichung (19) sind, in Bezug auf die Punkte, deren Co- 
ordinaten (a, ß, y) und {p, g, r) sind. 

Da diese Gleichung in Bezug auf Tc und cö homogen 
ist, so kann man, nachdem man ein jener Gleichung genügendes 

System der Grössen Tc und o gewählt hat, diese Grössen h 
und Od, ohne die Gleichung zu ändern, nach demselben Ver- 
hältniss ändern, indem man ihre Richtungen unverändert lässt. 
Wir werden daher zwei Geschwindigkeitssysteme, in denen 

U und o dieselben Richtungen und dasselbe Verhältniss haben, 
als dieselben betrachten. Der Kürze halber wollen wir das 

durch die Grössen Tc und o bestimmte Geschwindigkeitssystem 
mit (Ä, o) bezeichnen. 
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Ist K=0, so giebt die Gleichung (20) h cos (HJc) = 0; 
in diesem Falle muss also die Translationsgeschwindigkeit Je 
entweder gleich Null sein oder auf dem Parameter H senk- 
recht stehen, während die Winkelgeschwindigkeit od sowohl 
nach Grösse als nach Richtung beliebig bleibt. 

Im Falle H=0 giebt die Gleichung (20) : 

CO cos (K(ü) = 0; 
folglich muss die Winkelgeschwindigkeit cd entweder gleich 

Null sein oder auf dem Parameter K senkrecht stehen, während 

die Translationsgeschwindigkeit Je sowohl nach Grösse als 
auch nach Richtung beliebig ist. 

176, Ist der Parameter H nicht gleich Null, so hängt 

der Parameter K im allgemeinen von der Lage des Punktes 
ab, d. h. er ändert sich bei der Aenderung des Ortes dieses 
Punktes. Um sich davon zu überzeugen, verlegt man den 
Ursprung nach irgend einem andern Punkt 0' und be- 
zeichnet mit X, y, die Ooordinaten des Punktes 0', mit v 
seine Geschwindigkeit in dem Systeme (Ä, o) und mit Vx^ Vy, 
Vt die Projectionen dieser Geschwindigkeit auf die Coordinaten- 
axen Ox, Oy, O0» Nach den Euler'schen Formeln hat man: 

a = Vx — q^ + ry 

ß = Vy — rx + p£} 

« y = v,—py + qx, 

und setzt man diese Ausdrücke für a, /3, y in die Gleichung 
(19) ein, so folgt: 

ÄVx + Bvy + Cv, + (P+ Bz-Cy)p + {QJ^Cx^Az)q 

■^{R-^ Ay — Bx)r = 0. (21) 

« 

Hierin sind die drei Grössen 

P+Bz — Cy, Q+.Cx — Äz, B + Ay — Bx (22) 

die Projectionen (auf die Coordinatenaxen) der Geschwindig- 
keit des Punktes 0' in dem System. (J5l, H), d. h.,in einem 
Geschwindigkeitssystem, das aus einer Translation mit der 

gemeinsamen Geschwindigkeit K und einer Rotation um den 

Punkt mit der Winkelgeschwindigkeit H zusammengesetzt 
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ist. Bezeichnet man diese Geschwindigkeit des Punktes G 

mit J5l', so lässt sich die Gleichung (21) unter der Form 
daxstellen: 



S^t; + -ir'o = 0. (23) 

So ist die Gleichung (20) in eine andere Gleichung von 
derselben Form umgestaltet worden; dabei ist der Parameter 

K in K' übergegangen und die Translationsgeschwindigkeit /c 

in V. üeberdies hat man: 



BK = Ä{P+ Bz - Cy) + B{Q + Cx - Az) 



+ C{B + Äy'- Bx) = ÄP+ BQ-i'CB = HK. 



]^an sieht hieraus, dass, wenn HK = und H nicht 
gleich Null ist, man den Punkt 0' so wählen kann, dass 

^' = wird; hierzu ist nöthig, dass der Punkt (/ auf der 

dem Parameter H parallelen Geraden 

P+B0-Cy = O, Q-^Cx — Äz^O, 

B + Äy — Bx = ^^ ^ 

liege. Dann führt die Gleichung (23) auf die Bedingung 
Sv = 0, welche verlangt, dass die Translationsgeschwindig- 
keit V des Systems (v, od) auf dem Parameter H oder auf der 
Geraden (24) senkrecht stehe, bei ganz beliebiger Winkel- 
geschwindigkeit Ol. . 

Im Falle HK ==0 giebt es somit immer eine .Gerade, 
die die Eigenschaft hat, dass sie bei allen möglichen Ge- 
schwindigkeiten auf diesen oder auf den Trajectorien ihrer 
Punkte senkrecht steht. In diesem Falle stellt sich das un- 
veränderliche System dar als ein starrer Körper, der sich mit 

einem Punkte ö' auf eine zu einer gegebenen Geraden H 
senkrechte Ebene aufstützt. 



177. Jst die Bedingung HK = nicht erfüllt, so kann 

man den Punkt (X so wählen, dass K' und H in dieselbe 
Gerade fallen, und zwar in die Centralaxe des Geschwindigkeits- 
systems (Z, S) ; dabei ist K' = + K cos (KH). 
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Gesetzt, es fallen in der gegebenen Gleichung (20) H 

und K in dieselbe Gerade, und es sei h die Ganghohe der 
Schraubenbewegung für das Geschwindigkeitssystem {Ky H), 

so ist h = ö— g^) dadurch lässt sich die Gleichung (20) schreiben: 

k cos (JcH) + 2jrÄo cos (caB) = 0. (25) 

Dieser Gleichung kann durch die folgenden* speciellen 
Lösungen genügt werden: 

1) Od = und Je ±. H, d. h. durch ein beliebiges, zu H 

senkrechtes Translationssystem; 2) k = und o JL -H, d. h. 
durch ein Rotationssystem um eine beliebige, auf der Geraden 
H senkrechte Axe mit beliebiger Winkelgeschwindigkeit; 
3) durch ein System (Ä, cö), in dem die Translationsgeschwin- 
digkeit k und die Winkelgeschwindigkeit o die Richtung der 

Geraden H haben, d. h. durch ein Schraubensystem; dabei 

k 
muss die Schraubenganghöhe - — gleich h sein. Im Falle 

eines positiven Zeichens bei dem zweiten Gliede der Gleichung 

(25) müssen k und o entgegengesetzten Sinn haben, im Falle 
eines negativen, übereinstimmeuden Sinn. 

Jede andere Lösung der Gleichung (25) führt auf eine 
jener drei Lösungen zurück. Man kann nämlich jedes Ge- 
schwindigkeitssystem (kj Od) zerlegen in die beiden Systeme 

[k sin {kH), co sin {(oH)]. und [k cos {kS), (o cos (o-ff)]; 

das erstere, dessen Translations- und Winkelgeschwindigkeit 
auf H senkrecht stehen, unterliegt keiner weiteren Bedingung; 
das zweite aber, dessen Translations- und Winkelgeschwindig- 
keit die Richtung von H haben, gehört einer Schrauben- 
bewegung längs H an, und die Gleichung (25) verlangt, dass 
die iGranghöhe der Schraube eine gegebene Grösse A habe. 

178, W. Thomson und P. G. Tait beschreiben in dem 
„Treatise on natural Philosophy", pag. 132 und 133*) einen 
Mechanismus, vermittelst dessen sich eine Verbindung realisiren 



*) Siehe auch die üebersetzung dieses Werkes: Handbuch der theo- 
retischen Physik von W. Thomson und P. G. Tait, I. Bd , 1. Th. S. 146. 
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läsat, welche nur eine Bedingung von der allgemeineti Form 
(25) für die möglichen Geschwindigkeiten giebt. 

Dieser Mechanismus ist in Fig. 74 dai^estellt. Er be- 
steht aus zwei (Hooke'schen) Üniversalgelenten. Der Schaft 
A und die Gabel BÄC sind unbeweglich be- 
festigt, und zwar befindet sich der Schaft A 
in verticaler Lage^ BCDE ist ein aus zwei 
zu einander senkrechten Achsen bestehendes 
Kreuz. Die erste Achse BC kann vermittelst 
der Zapfen B und C in der festen Gabel frei 
rotiren; die zweite ruht mit ihren Zapfen D 
und E in den Endpunkten eines beweglichen 
Zwischengliedes DEFG; in dieses letztere 
ist am andern Ende in derselben Weise die 
Achse FG eines zweiten Kreuzes FKHG 
eingesetzt; die auf FG senkrechte Achse HK 
liegt mit ihren Zapfen in einer beweglichen 
Gabel BJK, an der der Schaft JL befestigt 
ist; dieser trägt au einem auf ihm ein- 
geschnittenen Schraubengewinde eine tugel- 
ßrmige Schraubenmutter (Ä). Indem wir nun 
voraussetzen, dass die Axen der Schäfte A 
und JL, sowie die Äxe des Zwischengliedes DEFG sich in ver- 
ticaler Lage befinden, wollen wir die möglichen Geschwindig- 
keiten der Kugel (iS) betrachten, 1) Bei unbeweglicher L^e 
des Schaftes JL kann dem Körper {ß) eine Schraubenbewegung 
von gegebener Ganghöhe h ertheilt werden, 2) Indem man 
das Zwischenglied DEFG um die horizontale Axe DE rotiren 
lässt, erhält der Schaft JL eine Bewegung, bei der die Ge- 
schwindigkeiten aller Punkte der Kugel (jS) zur Axe JL senk- 
recht und einander gleich sind^ es ist dies also ein System 
von, der Geraden HK parallelen Translationsgeschwindigkeiten. 
Ebenso kann man der Kugel (S) durch Drehen des Zwischen- 
gliedes DEFG um BC ein anderes System von Translatious- 
gesch windigkeiten parallel der Geraden FG ertheilen. Durch 
gleichzeitige Kotation des Gliedes DEFG um die Axen DE 
und BG kann man dem Schafte JL ein System von Trans- 
lationsgescbwindigkeiten ertheilen, die einer beliebigen horizon- 
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talen Linie parallel sind. 3) Man kann das Glied DEFG 
unbeweglich lassen und die Kugel (S) um jede der horizon- 
talen Axen HK und FG drehen, so dass man der Kugel (S) 
ein System von Rotationsgeschwindigkeiten um eine beliebige 
horizontale Axe, mit beliebiger Winkelgeschwindigkeit ver- 
leihen kann. 

Ist also h der Gang der Schraube JLy so kann man der 
Kugel (S) jedes Geschwindigkeitssystem ertheilen, das der 
Gleichung (25) genügt, und offenbar kann die Kugel (S) auch 
kein Geschwindigkeitssystem annehmen, das der Gleichung (25) 
nicht genügte. 

Wenn man statt der Schraubenmutter (S) auf den Schaft 
JL einen Körper (S) aufsetzt, der sich um die Axe JL nur 
drehen kann ohne die Translation längs dieser Axe, so hat 
man einen Körper, dessen Geschwindigkeiten nur der Bedingung 
Je cos QcH) = genügen, w.obei H iäie Richtung der Axe des 
Schaftes JL ist. Eine beliebige Rotation um diese Axe, ver- 
bunden mit beliebigen Rotationen um die Axen HK und FG 
oder um die Axen BC und DE, erzeugen eine Rotation um eine 
beliebige, die Axe des Schafts JL schneidende Axe. 

Benimmt man endlich der Kugel {S) die Fähigkeit, um 
die Axe JL zu rotiren und gestattet ihr nur an dieser Axe 
hin zu gleiten, so hat man einen Körper, dessen Geschwindig- 
keiten nur der Bedingung cö cos (cdjBT) = genügen; diese 
Geschwindigkeiten können zu Rotationsaxen nur horizontale 
Gerade haben. Die Richtungen der Translationsgeschwindig- 
keiten sind jedoch beliebig. 

179, Wenn die möglichen Geschwindigkeiten den zwei 
Gleichungen 



HJc + Kco^ 0, ff Je + ICa) = 



genügen sollen, wobei die geometrischen Producte HK und 

H'K* nicht gleich Null sind, so kann man diese Gleichungen 
in zwei andere reelle oder imaginäre Gleichungen von der- 
selben Art umformen, für welche die Bedingung HK = 
erfüllt ist. Multiplicirt man nämlich die erste Gleichung mit 
k und addirt sie zur zweiten, so erhält man die Gleichung: 
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'^~+~W)lc + (lK+K')a) = 0, (26) 

die man der Bedingung unterwerfen kann: 



(kH + ff) {XK + K') = 0, 
d. h. 



BKk^ + {HK + KH') k + H'K' = 0. 

Setzt man die beiden, aus dieser Gleichung sich ergebenden 
Werthe von k in (26) ein, so -erhält man zwei Gleichungen 
von der Art, dass in jeder die Parameter auf einander senk- 
recht stehen. Damit die Werthe von k reell werden, ist er- 
forderlich, dass: 



{HK' + KHy — 4:HK' H'K > 0. 

180, In §. 146 haben wir gesehen, dass jedem Systeme 
möglicher Geschwindigkeiten ein Liniencomplex entspricht, der 
aus allen den Geraden besteht, welche man durch die ver- 
schiedenen Punkte des unveränderlichen Systems senkrecht zu 
den Geschwindigkeiten dieser Punkte ziehen kann; daher stellt 
eine Gleichung von der Form (20) den dem Geschwindigkeits- 
systeme (ifc, o) entsprechenden Complex dar. Der Kürze halber 
wollen wir diesen Complex mit [ifc, o] bezeichnen und eine 
dem Complexe angehörende Gerade als Stral betrachten. Die 
Lage eines Strales lässt sich durch zwei Argumente bestinmien: 

durch einen auf ihm gewählten Abschnitt k (§. 146) imd durch 

das Moment ft dieses Abschnittes, d. h. durch die Geschwindig- 
keit, welche der Ursprung bei einer Rotation mit der Winkel- 
geschwindigkeit k haben würde. Die Gleichung des Complexes 
lässt sich [§. 146, Gleichung (20)] in folgender Form schreiben: 

hk '\- myb ==0, 

Man sieht hieraus, dass man, wenn für Gleichung (20) 

die Bedingung HK = erfüllt ist, H und K als Argumente 
eines gewissen, allen möglichen Complexen angehörenden Strals 
ansehen kann; man kann also sagen, dass in diesem Falle die 
Bedingung (20) einen allen möglichen Complexen gemeinsamen 
Stral bedeutet. 

181, Wir wollen nun alle Fälle der Bestimmung eines 
möglichen Geschwindigkeitssystems (Je, co) oder eines möglichen 
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Complexes aus gegebenen Bedingungen von der allgemeinen 
Form (20) untersuchen. 

1) Das Geschwindigkeitssystem (Ä, o) lässt sich, wie in 
§. 133 . gezeigt wurde, hervorbringen durch zwei Rotationen 
um zwei conjugirte Gerade (L) und (L') mit gewissen Winkel- 
geschwindigkeiten A und A'. Bezeichnet man mit ft und ft' 
die Geschwindigkeiten eines Punktes bei diesen Rotationen, 
so sind A und ft die Argumente der Geraden (L) und A', ft' 

die der Geraden (i') ; dabei ist Ä = ft -f- ft' und o = A + ^'• 
Setzen wir diese Grössen in die Bedingungsgleichung (20) ein, 
so folgt: 

^ + M + Ff7 + ZÄ' = 0. (27) 

Da die Gerade (L) beliebig gewählt werden darf, so kann 
man sie der Bedingung^ _ 

nii + KX = (28) 

unterwerfen, d. h. der Bedingung, ein Stral eines gegebenen 
Complexes [K, H] zu sein. * In diesem Falle geht die Gleichung 
(27) in die folgende über 

:ff^'+:Ö' = 0, (29) 

welche zeigt, dass die der (i) conjugirte Gerade (L') ebenfalls 
ein Stral des Complexes [K, H] . sein muss. Bei einer ein- 
zigen Bedingung von der Form (20) Jcann man daher jedes 
System möglicher Geschwindigkeiten durch zwei Rotationen um 
zwei Straten eines gegebenen Complexes \K, ET] erzeugen. 

Jedes Stralenpaar (L) und (Li) des Complexes [J5l, H\ 
ist ein Paar conjugirter Rotationsaxen, die einem gewissen 
Systeme möglicher Geschwindigkeiten (Ä, o) angehören, d. h. 
ein System conjugirter Geraden oder Polaren des Complexes 
[ifc, o]. Wählt man nämlich zwei Gerade (i) und {I!) so, 
dass ihre Argumente (A, ft) und (A', ft') den Gleichungen (28) 
und (29) genügen, so hat man: 



S{i^ + 1^1 + K{X + A') = 0, 



d. h. Hh + ^o = 0, wenn man & = /x + /x' und o = A + A' 
setzt. Dies zeigt aber, dass das Geschwindigkeitssystem (Ä, cö) 
der Bedingung (20) genügt, also möglich ist. 
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Im Falle HK = 0, kann man H und K als Argumente 
eines Strales ansehen, der allen möglichen Complexen ge- 
meinsam ist; es können dann zwei beliebige diesen Stral 
schneidende Gerade (i) und (i') als conjugirte Gerade in dem 
System Qc, coi) angenommen werden. 

* Bezeichnet man nämlich mit A, ft die Argumente der 

Geraden (L), so ist H[i + Kl, wie in §. 148 bewiesen, das 
sechsfache Volumen eines Tetraeders, dessen gegenüberliegende 

Kanten H und A sind; da aber diese Kanten in einer Ebene 

liegen, so ist Hfit + Kk = 0; folglich sind A und ft die Ar- 
gumente eines dem Complexe [K, H] angehörenden Strales. 

Das System möglicher Geschwindigkeiten (Je, o) kann 
ausser den conjugirten Axen (i) und (L') noch eine Menge 
anderer (D) und (z/) haben, die nicht Stralen des Complexes . 
[J5l, H] sind. Wie in §. 140 bewiesen, sind die Geraden (i), 
(i'), (D) und (z/) die Erzeugenden eines und desselben gerad- 
linigen Hyperboloids. 

2) Gesetzt, die möglichen Geschwindigkeiten genügen 
zwei Gleichungen von der Form (20): 

Hjc + K^ = 0, Hjc + 'K^ = 0. (30) 

Wir wählen einen gemeinschaftlichen Stral (L) der beiden 
Complexe [K^, H^] und [JSTg, H2] als eine der conjugirten Axen 
des Systems Qc, cd). Man findet dann wie im vorhergehenden 
Falle, dass die zu (L) conjugirte Gerade (i') gleichfalls ein 
Stral jener Complexe ist. Alle den beiden Complexen gemein- 
samen Stralen bilden einen geometrischen Ort, den Plücker 
Congruenz genannt hat. Also hann man jedes System möglicher 
Geschwindigkeiten, das zwei BedingungsgUichtingen genügt, durch 
Rotationen um zwei Stralen der Congruenz \K^, H^, \K^', ffg] 
hervorbringen, um einen Stral dieser Congruenz zu erhalten, 
wähle man irgend einen Punkt wt, bestimme seine Geschwindig- 
keit in dem Systeme (JS^, H^, sowie im Systeme {K^, H^) 
und ziehe durch m eine Senkrechte zu der Ebene dieser Ge- 
schwindigkeiten. 

Es seien (L^), {L^j (ig), (ij vier Stralen der Con- 
gruenz und (JT) das geradlinige Hyperboloid, dessen Leitlinien 
(ii), (ig), (^3) sind. Die Gerade (ij trifft das Hyperboloid 
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(F) in zwei Punkten, durch welche zwei Erzeugende (Ä) und 
(-4.') gehen. 

Die auf den vier Stralen (ij, (L^), (ig) und (LJ 
der Congruenz liegenden Geraden (Ä) und {Ä') hat Plücker 
die Leitlinien der Congruenz genannt. Es ist leicht zu sehen, 
dass die Leitlinien der Congruenz gemeinsame conjugirte Po- 
laren der die Congruenz bildenden Complexe [K^, H^] und 
[JSTg? S^] sind. 

Es seien A^, A^y A^, A^ die Schnittpunkte der Geraden 
{A) mit den Stralen (i^), {L^, (ig), (ij. Die Geschwindig- 
keiten dieser Punkte in dem Systeme (Ä^, H^ und in dem 
Systeme {K^, H^ sind resp. senkrecht auf (ij), {L,^, (L^), 
(ij; daher geht die Ebene P^, deren Nullpunkt A^ ist, durch 
(i^); sie schneide die Geraden (ig) ^^^ (ia) in d^n Punkten 
A\ und -^.'g. Die Gerade -^.'g-^'g triflpfc die (ij) in einem 
gewissen Punkte A\'^ daher ist diese Gerade eine Erzeugende 
des Hyperboloids (F). Da die Geschwindigkeit des Punktes 
A^ auf der Geraden A^A\ und die des Punktes A^ auf -^g-^l'g 
senkrecht steht, so ist die Geschwindigkeit des Punktes Ä2 
auf den beiden Geraden A^A'2 und -^g-^-'g, folglich auf der 
Ebene dieser Geraden senkrecht, d. h. der Punkt Ä2 ist der 
Nullpunkt der durch den Punkt Ä2 und die Gerade (Ä) 
gehenden Ebene. Ebenso sieht man, dass A\ der Nullpunkt 
der durch A^ und die Gerade (Ä) gehenden Ebene ist. Daraus 
folgt aber, dass die Geschwindigkeit des Punktes J.4 auf den 
Geraden A^A^ und A'^A^^ senkrecht steht, folglich auch auf 
der Ebene dieser Geraden*, in dieser Ebene muss auch die 
Gerade (iJ liegen, denn sie ist senkrecht zur Geschwindig- 
keit des Punktes A^] folglich liegt die Gerade A^A^ in der- 
selben Ebene mit (i^) und schneidet diese Gerade in einem 
gewissen Punkte A\. Somit liegt die Gerade A'2 A!^ auf den 
vier Geraden (i^), (ig), (ig), (iJ und fällt daher mit der 
Leitlinie {Ä) zusammen. Da aber {Ä) die Verbindungslinie 
der Nullpunkte JL'g ^^^ -^'3 zweier durch (A) gehenden Ebenen 
ist, so ist sie zu {A) sowohl im Systeme {K^, H^, als im 
Systeme (Zg, ^g) conjugirt, d. h. (A) und {Ä) sind gemein- 
same conjugirte Polaren der Complexe [K^^ iTJ, [J^Tg, iTg], 
was zu beweisen war. 
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Jede auf den Leitlinien (Ä) und (Ä") liegende Gerade (i) 
ist senkrecht zu den Geschwindigkeiten ihrer Punkte, sowohl 
im System (K^, H^), als auch im System (K^, H^) und ist 
daher ein Stral der Congruenz [K^, Sj], [K^, H2]. Um- 
gekehrt muss jeder Stral (i) der Gongruenz auf den Leit- 
linien (Ä) und (Ä) liegen. Wählt man nämlich auf dem 
Strale (i) einen Punkt m und zieht durch ihn eine auf (-4.) 
und (Ä') liegende Gerade, so ist dieselbe senkrecht zu den 
Geschwindigkeiten des Punktes m im Systeme (JS^, H^ und 
im Systeme (K^^ Äg); sie muss daher mit dem Strale (i) 
zusammenfallen. Die Geschwindigkeiten irgend eines Punktes 
der Geraden (Ä) im Systeme (K^y H^) und im Systeme (iTg, H2) 
sind auf der durch diesen Punkt und die Gerade (A!) gehenden 
Ebene senkrecht; folglich fällt ihre Richtung in dieselbe Gerade. 
Das nämliche gilt auch von den Geschwindigkeiten der Punkte 
der Geraden (A"). 

Wenn in den gegebenen Gleichungen (30) die Parameter 

den Bedingungen n^K^=Oy H2K2 = genügen, so sind 
Hl und K^ die Argumente einer gewissen Geraden (-4), -Hg 
und K2 die einer andern Geraden {Ä'). Jede die (Ä) schneidende 
Gerade ist ein Stral des Complexes [K^y fl^], und jede die 
{Ä') schneidende Gerade ist ein Stral des Complexes [-Kg, S^]] 
mithin ist jede auf {Ä) und (^) liegende Gerade ein Stral 
der Congruenz [K^, fl^], [Zg» ^2]$ daher sind (Ä) und (Ä) 
die Leitlinien der Congruenz. Wenn die Parameter in den 

Gleichungen (30) den Bedingungen H^K^ == 0, -Hg^ = ^ 
nicht genügen, so kann man, wie in §. 179 gezeigt wurde, 
diese Gleichungen in zwei andere von der Art umformen, dass 
für sie jene Bedingungen erfüllt sind; im Falle einer reellen 
Transformation sind die Parameter der neuen Gleichungen 
die Argumente der beiden Leitlinien (A) und (-4'). 
3) Es seien nun drei Gleichungen gegeben: 



welchen jedes System möglicher Geschwindigkeiten (Je, cd) ge- 
nügen soll. Man betrachtet wieder dieses System als aus 
Rotationssystemen \xm zwei corijugirte Gerade (L) und (IT) 
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zusammengesetzt und wählt als erste Gerade (L) einen den 
drei Complexen 

IK„ H,], [K„ H,], [K„ H,] (31) 

gemeinsamen Stral. Ebenso wie in den vorhergehenden Fällen 
findet man dann, dass die zweite Gerade (IJ) gleichfalls ein 
jenen Complexen gemeinsamer Stral ist. Man Tcann also jedes 
System imglicher Geschwindigkeiten durch Rotationen um zwei 
den drei Complexen (31) gemeinsame Stralen Jiervorhringen. 

Alle den drei Complexen (31) gemeinsamen Stralen liegen 
auf einem geradlinigen Hyperboloide (F), das aus drei Leit- 
linien construirt werden kann, die unter den Leitlinien der 
Congruenzen 

[K,H,] und [K,H,], [K,H,] und [K,R,], 
\K,H,\ und [K,H,] . 
ZU wählen sind. 



Ist für alle drei Gleichungen (31) die Bedingung HiKi = 
erfüllt, so sind Hi und J5l, die Argumente eines allen möglichen 
Complexen [Jk, o] gemeinsamen Strales; es giebt also in diesem 
Falle drei Gerade (-^i), (-^2), {A^, die allen möglichen Com- 
plexen gemeinschaftlich sind. Eine dieselben schneidende 
Gerade (i), d. h. jede Erzeugende des Hyperboloids (F), das 
jene Geraden zu Leitlinien hat, ist ein den drei Complexen 
(31) gemeinsamer Stral; irgend zwei solche Stralen oder 
zwei Erzeugende des Hyperboloids (T) können als Rotations- 
axen jedes möglichen Geschwindigkeitssystems (A, cj) gewählt 
werden. 

Ist die Bedingung HiKi = nicht für alle drei Gleichungen 
(31) erfüllt, so kann man sie (nach §. 179) in drei andere 
umformen, für die jene Bedingung erfüllt ist, und wenn die 
Transformationen reell sind, so sind die Parameter der neuen 
Gleichungen die Argumente der drei Leitlinien (-4^), (-^2); 
(JL3) des Hyperboloids (r). 

Jeder auf dem Hyperboloid (F) gelegene Punkt m kann 
sich auf einer bestimmten Fläche verschieben. Um sich hiervon 
zu überzeugen, wähle man zwei Erzeugende (L) und (i') des 
Hyperboloids (F), d. h. zwei Gerade, die auf (-4J, (-^.g), (-^g) 
liegen, und ziehe durch m eine auf (i) und (i') liegende 

Somoff, Mechanik. I. 25 
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Gerade (J.). Da (Ä) auf allen Erzeugenden des Hyperboloids 
liegt, die zu derselben Schaar wie (L) und (i') gehören, so 
ist sie auf allen möglichen Geschwindigkeiten des Punktes m 
senkrecht; man sieht hieraus, dass der Punkt w sich nur auf 
einer Fläche verschieben kann, deren Normale im Punkte m 
die Gerade (Ä) ist. 

Liegt aber der Punkt m nicht auf dem Hyperboloide (JT), 
so kann er sich nach jeder Richtung v hin verschieben. 

Um dies zu beweisen, legen wir durch m eine zu v 
senkrechte Ebene P; dieselbe schneidet das Hyperboloid (JT) 
in einer gewissen Linie zweiter Ordnung (S); eine beliebige 
in der Ebene P durch m gezogene Gerade (Ä) schneidet die 
Linie (S) in zwei Punkten, durch welche zwei Erzeugende (i) 
und (L') des Hyperboloids (F) gehen; diese kann man als 
Rotationsaxen des Systems möglicher Geschwindigkeiten wählen. 
Zieht man durch m zwei Gerade u und w^ senkrecht zu den 
durch m und die Geraden (i) und (L') gehenden Ebenen, so 
erhält man die Richtungen der Geschwindigkeiten, welche der 
Punkt m bei den Rotationen um die Axen (L) und (IT) hat. 
Die Geraden u und w liegen in derselben Ebene, wie die ge- 
gebene Richtung v; denn alle diese drei Geraden stehen auf 
(Ä) senkrecht. Nimmt man also auf der gegebenen Richtung 

V eine beliebige Strecke v als Geschwindigkeit des Punktes m 
an und zerlegt diese Geschwindigkeit in zwei andere nach den 
Richtungen ti und w, so erhält man zwei Geschwindigkeiten, 
von denen eine ü die Geschwindigkeit der Rotation um (L) 

und die andere w die der Rotation um (i') ist. Die Winkel- 
geschwindigkeiten dieser Bewegungen sind gleich den Ver- 
hältnissen der Geschwindigkeiten u und w zu den entsprechenden 
Abständen des Punktes m von den Axen (L) und (i'). • 

Ein Beispiel eines unfreien unveränderlichen Systems, 
dessen Geschwindigkeiten drei Bedingimgsgleichungen genügen, 
bietet ein System, in dem drei auf einander senkrechte Ebenen 
yOxj xO0, zOy ein festes Ellipsoid berühren. Monge hat 
gezeigt,*) dass der Scheitel eines rechtwinkligen Dreikants, 
dessen Seitenflächen ein Ellipsoid berühren, sich auf einer 
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mit dem EUipsoid concentrischen Kugel bewegt; folglich muss 
jener Punkt nach dem Obigen auf einem geradlinigen Hyper- 
boloid {ry liegen, das zu Leitlinien die drei, in den Berührungs- 
punkten der Seiten des Dreikants errichtetep Normalen hat. 
Der vom Mittelpunkt des Ellipsoids nach dem Punkte ge- 
zogene Radius ist die Normale der Kugelfläche, auf welcher 
der Punkt liegen muss; folglich ist dieser Radius eine der 
Erzeugenden des Hyperboloids (F), d. h. eine Gerade, welche 
die drei Normalen schneidet. 

4) Gesetzt , . das System möglicher Geschwindigkeiten 
(kj coi) solle den vier Bedingungen genügen: 



i/i & -f iTiO = 0, H^lc -f K^a = 0, H^k + K^c3 = 0, 



H^Jc + K^G) = 0. (32) 

In diesem Falle kann man das Geschwindigkeitssystem 
durch Rotationen um zwei Stralen (i) und (L') hervorbringen, 
welche den vier Complexen 

[E,H,], [K,H,], [K,H,], [K,H^ (33) 

oder den durch Combination dieser Complexe zu je zweien 
entstehenden Congruenzen gemeinsam sind; wenn folglich (Ä^) 
und (^2) ^^® Leitlinien der Congruenz [K^Hj}y [-Kgifg] und 
(J.3), {Ä^ die der Congruenz [K^H^], [-K^jETJ sind, so sind die 
die vier Geraden (-4J, (Ä2)f (Ä^), (-^J schneidenden Geraden 
(L) und (Ly die gemeinsamen Stralen der vier Complexe 
(33); sie können daher für jedes System möglicher Geschwin- 
digkeiten zu conjugirten Rotationsaxen gewählt werden. Jeder 
Punkt m, der nicht auf den Geraden (L) oder (If) liegt, kann 
sich auf einer gewissen Fläche bewegen. Eine durch diesen 
Punkt gehende und auf den Axen (i) und (V) liegende Gerade 
muss auf allen möglichen Geschwindigkeiten des Punktes m 
senkrecht stehen; sie ist daher die Normale der Trajectorien- 
fläche dieses Punktes. Hieraus folgt zugleich, dass die Nor- 
malen der Trajectorienflächen der verschiedenen Systempunkte 



Hachette, Paris 1813, p. 234. — Poisson: Sur les surfaces du second 
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die beiden Geraden (i) und (i') schneiden imd gemeinsame 
Stralen aller möglichen Complexe [/?,«] sind. 

Die auf den Geraden (X) und {L) gelegenen Punkte 
können sich nur auf bestimmten Trajectorien bewegen; denn 
alle möglichen Geschwindigkeiten eines Punktes der Geraden 
(i) stehen als Rotationsgeschwindigkeiten um die Axe {Lf) 
allein auf dieser Axe s'enkrecht und fallen daher in die- 
selbe Gerade. Das nämliche gilt auch von jedem Punkt der 
Geraden (i'). 

Man kann die - conjugirten Axen (L) und (JJ) als zwei 
Gerade construiren, die die vier Normalen N^, N^, N^, iV4 der 
Trajectorienflächen von irgend vier Systempunkten schneiden. 

Ist für die Gleichungen (32) die Bedingung HiKi = 
erfüllt, so sind Ki und Hi die Argumente eines allen möglichen 
Complexen gemeinsamen Strales (-4,), der auch die Geraden 
(L) und (L') schneidet; folglich lassen sich die Geraden (L) 
und (i') definiren als zwei Gerade, welche die allen möglichen 
Complexen gemeinsamen vier Stralen (Ä^), {Ä^, (-^s); (-^4) 
schneiden.*) 

5) Nehmen wir endlich an, das System möglicher Ge- 
schwindigkeiten (Ä, Od) solle den fünf Bedingungen gienügen: 



H^Tc + K^(D = 0, i?2'fc + ^2O==0, ... JSsfc + Zgö^O. (34) 

Dann lässt sich das Geschwindigkeitssystem (A, coi) voll- 
ständig bestimmen, d. h. U und o haben bestimmte Richtungen 
und ein bestimmtes Verhältniss; folglich hat. jeder Punkt seine 
bestimmte Trajectorie. Auch der Complex [k, aj] ist voll- 
ständig bestimmt. Alle seine Stralen lassen sich folgender- 
massen construiren. 

Durch Combination der gegebenen Complexe 

[Z,fli], [Z,i/,], iK,H,], [K,H^\ [K^H,} 

ZU je vieren bestimme man die Paare der diesen Combinationen 
gemeinsamen Stralen und es seien diese Paare: 

{L,L\), (L,L\), {L,L\), {L,L\), {L,L\). (35) 

*) Mannheim: fitude sur le deplacement d'une figure de forme 
invariable. Nouvelle mdthode des normales etc. Mdm. pr^sent^s, T. 20, p. 1. 
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Zieht man nun aus einem beliebigen Punkte m die Geraden 
N^j N^y N^y N^j JVg, welche resp. jene Geradenpaare (35) 
schneiden, so erhält man hiermit fünf Gerade, die auf der 
Geschwindigkeit des Punktes m senkrecht stehen; diese Geraden 
müssen daher in einer und derselben Ebene P liegen, welche 
die Normalebene der Trajectorie des Punktes m ist. Alle in 
dieser Ebene liegenden und durch m gehenden Geraden sind 
Stralen des Complexes [Ä, lo]. In dieser Weise lassen sich 
alle Stralen dieses Complexes bestimmen, indem man die 
Lage des Punktes m ändert. Zur Construction der Ebene P 
genügen schon zwei Normalen Nrj Ns, d. h. zwei durch m 
gehende und die Paare (LrL'r) und {LsL\) schneidende Gerade. 

Wenn für alle fünf Gleichungen (34) die Bedingung 

HiKi = erfüllt ist, so sind Hi und Ki die Argumente eines 
Strales (Ä^), der dem Complexe [fc, o] angehört. Mit Hilfe 
von fünf solchen Stralen (^i), (-^g), (^3), (-ä^), (^5) kann 
man die fünf Geradenpaare (35) erhalten, indem man jene 
Stralen zu je vieren combinirt und die Geraden bestimmt, 
welche jede Combination schneiden,*) 

Mit Hilfe der Gleichungen (34) kann man leicht die 
Gleichung des Complexes [k, o] finden. Bezeichnen Äij Bi, d 
die Projectionen des Parameters Si, und P,-, §,-, Bi die des 
Parameters Ki auf die Coordinatenaxen, so ergeben sich die 
fünf linearen Gleichungen: 

A,a + B,ß + C,y + I>,p + Q,q + B,r = 0, 

Ä,a + B,ß + C,Y + P,p + Q,q + R,r = 0, 



(36) 



A,a + B,ß + C,y + P,p + Q,q + B,r = 0. 
Die Gleichung des Complexes 



[Ä, cö] = ÄA + Oft = 

lässt sich in der Form schreiben: 

Xa + ¥ß ■i'Zy^Lp + Mq + Nr = 0, (37) 

worin X, Y, Z die Projectionen des Arguments A und L 



*) Die Eigenschaft, dass fünf durch denselben Punkt gehende Gerade, 
die fünf Paare conjugirter Geraden schneiden, in derselben Ebene liegen, 
hat Sylvestre gefunden, siehe Comptes rendus 1861, T. 52, p. 743. 
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M, N die des Arguments ft auf die Coordinatenaxen sind. 
Sollen die Gleichungen (36) und (37) gleichzeitig bestehen, 
so ist nothwendig und hinreichend, dass die Determinante 

X, Y, Z, L, M, N 

A„ B„ C„ P„ Q„ R, 



D = 



^5) ^t,> Cs, Pj, $5, JSj 

gleich Null sei. Diese Bedingung lässt sich in der Form darstellen : 
dB ^ .dB „ dB „ dB j , dB ^ . SB xr_o 

Dies ist aber die Gleichung des Complexes \k, ra]. Zugleich 

hat man die Proportionen 

_ dB dB dB dB dB dB 
^'P'^'^'^''^~dX'dY'dZ'dL'dM'dN' 

welche das System möglicher Geschwindigkeiten Qc,g}) bestimmen. 

Andere Einzelheiten über die möglichen Geschwindigkeiten 
eines unfreien, unveränderlichen Systems, sowie eine Anwendung 
der dargelegten Eigenschafteil auf die Lösung von Aufgaben 
über Normalen an Flächen und Normalebenen an Linien findet 
man in der oben S. 388 citirten Abhandlung von Mannheim: 
Etüde sur le deplacement d'une figure de forme invariable etc. 

Durch Differentiation von Gleichungen von der Form (20) 
erhält man die Bedingungen, welchen die möglichen Beschleuni- 
gungen eiues unfreien unveränderlichen Systems genügen müssen. 



XVIL Oapitel 

Relative Bewegung. 

183. Wenn es eine Methode giebt, nach welcher man in 
jedem Zeitmomente die Lage eines Punktes m in Bezug auf 
ein unveränderliches System (Ä), z. B. in Bezug auf drei, dem 
Systeme (Ä) angehörige Coordinatenaxen, bestimmen kann, so 
kann man die Bewegung des Systems (Ä) ausser Acht lassen 
und die Ruhe oder Bewegung des Punktes m, der seine Lage 
gegen (Ä) beibehält oder ändert, als absolut betrachten. 

Gesetzt, das System (Ä) sei fest; denken wir uns nun 
ein anderes unveränderliches System (B) und einen unver- 
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änderlich damit verbundenen Beobachter, der auf den Punkt 
m hinschaut. Hat (B) eine Bewegung bezüglich (Ä), so 
, nimmt der Beobachter einen Ruhe- oder BewegungszustoJtid 
wahr, der von der absoluten ßuhe oder Bewegung verschieden 
ist. Diese scheinbare Ruhe oder Bewegung des Punktes m 
für den Beobachter in (B), der die eigene Bewegung nicht 
wahrnimmt, heisst relative ßuhe oder Bewegung. 

Die unbeweglichen Sterne bilden ein unveränderliches 
System (J.); die Erdkugel mit einem auf ihr befindlichen 
Beobachter repräsentirt ein in absoluter Bewegung begriffenes, 
unveränderliches System (JS). Die tägliche Bewegung der 
Sterne in Verbindung mit ihren langsamen, von der Präcession 
imd Nutation herrührenden Bewegungen machen die relative 
Bewegung der unbeweglichen Sterne aus. 

Dasselbe gilt auch von der Bewegung der Sonne, der 
Planeten und der irdischen Gegenstände, deren Lage ein 
Beobachter auf drei, mit ihm unveränderlich verbundene Axen 
bezieht; auf die Verticale, die Mittagslinie und die auf diesen 
beiden senkrechte Gerade. 

Der Punkt m bleibt in relativer ßuhe, wenn er seine 
Lage bezüglich des Systemes (JS) nicht ändert, d. h. wenn er 
diesem Systeme angehört. Die absolute Bewegung jedes Punktes 
des Systems (5), d. h. jedes in relativer ßuhe befindlichen 
Punktes wollen wir die Führungsbewegung (mouvement d'entraine- 
ment) des Punktes m nennen.*) 

183., Bie absolute Bewegung eines Punktes lässt sich als 
zusammengesetzt betrachten aus der relativen und der Führungs- 
bewegung desselben. 

Fig. 75. Es sei (Fig. 75) MA\q Lage des Punktes 

M^--,M^ ^v-iJif ' ^ zur Zeit t, MM der vom Punkte m in 

^ ' der Zeit r durchlaufene WQg und MM^ die 



iir jm, vom Punkte M bei der Führungsbewegung 

durchlaufene Strecke, d. h. der Weg bei derjenigen absoluten 



*) Der Verfasser bedient sich einer Benennung, die öich durch „die 
(von dem Systeme auf den Punkt) übertragene Bewegung" wiedergeben 
liesse. Der Name Führungsbewegung rührt von Aronhold her, s. dessen 
„Grundzüge der kinem. Geom." in den Verh. d. Vereins zur Beförd. des 
Geyerbfl. in Preussen. Jahrg. 51. (1872) p. 130. Anm. d. Uebersetzers. 
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Bewegung, welche der Punkt m haben würde, wenn er sich in 
M befände und während der Zeit t in relativer Ruhe verweilte. 

Ein mit (J?) unveränderlich verbundener Beobachter nimmt 
zur Zeit t die Bewegung des Punktes m von M^ nach M' 
wahr; dies ist die relative Bewegung. Man kann daher die 
absolute Bewegung MM' durch die Bewegung eines Punktes 
von M nach M^ und von M^ nach M' zusammen hervor- 
bringen. Die letztere Bewegung kann man folgendermassen 
durch eine absolute ersetzen. Man denke sich die Punkte 
der scheinbaren Bahn M^M' unveränderlich mit dem System 
(B) verbunden und dieses System aus der Lage zur Zeit 
t '\' X in diejenige zurückgekehrt, welche es zur Zeit t ein- 
nahm. Dann nimmt der Punkt M' eine gewisse Lage M" 
ein. Die Aenderung der Lage des Punktes M" während der 
Zeit X repräsentirt für einen mit {B) während der Zeit x un- 
beweglich bleibenden Beobachter eine mit der relativen identische 
absolute Bewegung. Die Geschwindigkeit und Beschleunigung 
bei der Bewegung des Punktes M" heissen relativ. 

184. Auf Grund des Satzes von der Zusammensetzung 
der Geschwindigkeiten (S. 7) können wir schliessen, dass die 
Geschmndigkeit der absoluten Bewegung die geometrische Summe 
der Gesclimndigkeiten der relativen und der Führungsbewegung ist. 
üebrigeng kann man auf folgende Weise die allgemeinen Be- 
ziehungen ableiten, die zwischen den Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen verschiedener Ordnungen bei diesen drei Be- 
wegungen bestehen. 

Es seien zur Zeit t: u, u^, u.^, ... die Geschwindigkeiten 
und die Beschleunigungen der absoluten, v, v^, v^y . , , die der 
relativen und iv, u\, iv^, ... die der Führungsbewegung; ferner 
Ca, Cr, Ce die Sehnen der Wege MM\ MM'% MMj^, welche 
bei jenen Bewegungen in der Zeit r durchlaufen werden. 

Wir zerlegen nun die Bewegung des Systems (2?) in eine 
Translation, bei der alle Punkte die Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen w, w^^ iv.^, ... haben und in eine 'Rotation 
um den Punkt M, Infolge der ersten Bewegung nimmt die 
mit dem Systeme (J?) unveränderlich verbundene Sehne MM" 
zur Zeit ^ -(- r die Lage M^M^' ein, infolge der zweiten die 
Lage MM'', so dass M^M,"==MM" und MM'" ==Mj^hi', 
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daher ist die Strecke M^'M' geometrisch gleich der Sehne 

M" M'' des vom Punkte M' bei der Rotation durchlaufenen 
Weges. Bezeichnet man diese Sehne mit y, so ist: 

Ca=Ce + Cr-i-y. (1) 

Die Formel (2) §. 30 giebt aber: 



Ca = ur +—uy +^-^u^r^ + 



Ce=wr+-^Wir^+ w-0^2'^ -i ; 



2-3 



Cr=-Vt + Y^l^^+'2T3^2^'^ + 



(2) 



« • > 



} 



y = rDCr + V t'D'Cr + 5^ t^'B'Cr + 



• • • 



2 '^ ' 2-3 



wo Dj D^, D\ ... die geometrische Differentiation andeutet. 
Da sich die Länge der Sehne Cr bei der Rotation des Systems 
(J?) um M nicht ändert, so kann man beim Differentiiren jener 
Sehne nach dem Zeichen D die Grössen r, r^, . . . als coristante 
Factoren betrachten.- Folglich wird: 

Dcr = rDv + Y'^^^^i + 2~3^^^'^^ "f ' 

- (3) 

Mit Hilfe der Formeln (2) und (3) geht nun Gleichung 
(1) über in: 



«^ + yWi^^^ + 273^*2 ^^ + 



= {W'j-v)t -}- -—(wi-\-Vi -j- 2Dv)x^ 



1 



+ ^ K + ^2 + 3Di;, + 3D^t;)T« + 



+ 2:3:^4: 1) ['^^ + ^n + {n + V)Dvr.I. + ^^^DH... + 



+ (w + l)2)»i;]r'»+iH 

Diese geometrische Gleichung muss für jedes r bestehen; 



— 394 — 

daher müssen die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von 
r auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich sein; also ist: 



und allgemein: (4) 

Un = Wn + Vn + (n+ l)DVn-l 



1 • £ 

So kann man also mit Hilfe der Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen der relativen und der Führungsbewegung die 
Geschwindigkeit und die Beschleunigungen der absoluten Be- 
wegung bestimmen. Die Formel erlaubt zugleich, die Ge- 
schwindigkeit und die Beschleunigungen der relativen Bewe- 
gung zu bestimmen, wenn die der absoluten und der Führungs- 
bewegung bekannt sind; es ist nämlich: 

V =^ u — w j (5) 



^1 = ^'i ~ ^1 — 2Di; (6) 

u. s. f. 

Die Formel (5) zeigt, dass die Geschwindigkeit der relativen 
Betveffimg die geonietrisclie Differenz der absoluten Geschwindig' 
licit. ti^id der Geschivindiglceit der Führungsiewegung ist 

Aus Formel (6) sieht man, dass die relative Beschleunigung 
erster Ordnung gleich ist der geoinetrisclien Differenz der Be- 
schleunigungen derselben Ordnung bei der . absoluten und der 
Führungsbewegung, vermindert um die doppelte geometrische Der ivirte 
einer StrecJce, die der relativen Geschivindiglceit geometrisch gleicli 
ist uml bei der Rotation des Systems (B) um den PunJct M in 
relativer Buhe bleibt Setzt man — 2Dv = JS, so ist i? eine 
gedachte Beschleunigung, die Coriolis die zusammengesetzte 
Centrifugalbeschleunigung genannt hat.*) Wir wollen sie die 
RücJiJcehrbeschleunigung nennen, da sie durch eine Umdrehung 
des Systems (B) um den Punkt M nach rückwärts erzeugt 
werden kann. 



*) Die Bestimmungsweiso der relativen Beschleuoiguug erster Ord- 
nung rührt von Coriolis her. S. „Sur les equations du mouvement 
relatif des syst^mes de corps", Joum. de l'Elc. Pol. 24™« cah. p. 142 und 
Traite de la Mecanique des corps solides et du calcul de Teffet des machines. 



i 
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Es sei MT die relative Geschwindigkeit v und o die 
Rotationswinkelgeschwindigkeit des Systems (B) um den Punkt 

M. Die geometrische DerivirteDv ist die ßotationsgesch windig- 
keit des Punktes T um die Momentanaxe mit der Winkel- 
geschwindigkeit o; also ist Dv = vh sin (vco) und B = 
2t;a} sin {va))j d. h. die Büchkehrheschleunigimg ist gleich dem doppel- 
ten Producte aus der relativen Geschwindigkeit, der Winkelge- 
schwindigkeit der Botation des Systems (B) und dem Sinus des 
von ihnen eingeschlossenen Winkels, Die Bichtung dieser Be- 
schleunigung ist die einer im Punkt M auf der Ebene dieser 
beiden Geraden errichteten Senkrechten, in dem der Botation des 
Systems (B) entgegengesetzten Sinne genommen. 

Die Rückkehrbeschleunigung ist in folgenden Fällen gleich 
Null: 1) wenn die relative Geschwindigkeit gleich Null ist, 
2) wenn die Winkelgeschwindigkeit der Rotation des Systems 
{B) gleich Null ist und 3) wenn die relative Geschwindigkeit 
und die Winkelgeschwindigkeit der Rotation des Systems (B) 
in dieselbe Gerade fallen. Hat das System {B) nur eine 
Translationsbewegung, so ist die Rückkehrbeschleunigung zu 
jeder Zeit t gleich Null. 

Beispiele. 

1) Die absolute Bewegung des Punktes m sei eine gerad- 
linige längs OM'^ das System (JS) rotire um eine feste durch 
gehende und zu OM senkrechte Axe mit der Winkelge- 
schwindigkeit GJ (Fig. 76). 

Im Verlaufe der auf t folgenden Zeit t durchläuft der 
Punkt m bei der absoluten Bewegung auf der Geraden OM 
Fig. 76. einen Weg MMxmA bei der Führungsbewegung 

'^'' auf der Peripherie eines um als Mittelpunkt 
mit dem Radius OM in der zur Rotationsaxe 
senkrechten Ebene beschriebenen Kreises einen 
Bogen MM^] ein mit dem. System (B) un- 
^ veränderlich verbundener Beobachter nimmt 

die Bewegung von M^ nach M' auf einer gewissen Trajectorie 
M^M' wahr. Dreht man nun das System (B) in die Lage, 
die es zur Zeit t eingenommen hatte, zurück, so gelangt der 
Bogen M^M' in die Lage MM", Bezeichnet r den Abstand 
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OM, so hat man u = —tt- für die absolute und w = cur für 
die Führungsgeschwindigkeit; folglich setzt sich die relative Ge- 

d V 

schwindigkeit zusammen aus —^ in der Richtung von r und 

aus cor, das senkrecht zu r und dem Sinne der Rotation des 
Systems (JS) entgegengesetzt gerichtet ist. Die absolute Be- 
schleunigung erster Ordnung ist —^ und hat die Richtung 
von r; die Führungsbeschleunigung ist aus lo^r, von entgegen- 
gesetztem Sinne wie r, und 'r-jr , das senkrecht zu r im Sinne 

der Rotatioh gerichtet ist, zusammengesetzt-, die Rückkehr- 
beschleunigung endlich ist B =^ 2v(d und hat die Richtung der 
Normale der relativen Trajectorie JfJLf"; ihr Sinn ist dem 
Drehungssinne des Endpunktes der Geschwindigkeit v bei der 
Rotation von (B) entgegengesetzt. Die Projectioli der relativen 
Beschleunigung v^ auf r ist: 

Vi cos {v^r) = -^, cöV 

und ihre Projection auf eine zu r senkrechte Linie: 

. / ^ da) . ck / \ d(o . c\ dl'' 1 d(/r^(o) 

v,sm{:v,r) = rj^ + 2v^(^o^{vr) = r-^ + 2iDj-^=-—^j- - 

Bezeichnet man mit (p den Winkel, welchen der von 
nach dem auf MM' sich bewegenden Punkte m gezogene 
Radius vector mit einer festen Axe Ox bildet, so hat. mau 

CO = -^ , und die obigen Formeln stimmen mit denen in §. 22 

überein. Die Projection der Beschleunigung v^ auf die Normale 
der relativen Trajectorie MM" ist: 

hieraus ergiebt sich der folgende Ausdrück für den Krümmungs- 
radius der Trajectorie der relativen Bewegung: 



9=±lz^ 



|;8 



'^r „ „ dr da 



reo — eo^r* — r 



dt* dt dt 



- - m 



In dem speciellen Falle, wenn die absolute und die Führungs- 
bewegung gleichförmig sind, ist die Trajectorie MM'' der re- 
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lativen Bewegung eine Archimedische Spirale. Die vorstehende 
Formel kann dann zur Construction des Krümmungsradius 
dieser Curve dienen. 

2) Die ebene Curve PQ (Fig. 77) sei die Enveloppe der 
verschiedenen Lagen einer in ihrer Ebene sich bewegenden 

unveränderlichen Curve AMB. Diese 

Fig. 77. 

letztere gelange zur Zeit r in die 
/ Lage Ä'MB"] der Punkt M, in dem 

eA ' ^/^i ®^^^ ^^^ Curven zur Zeit t berühr- 

\ V\^// ten, gelange dabei nach M^] der 

\^^^t^^^^^^^^ Berührungspunkt der beiden Curven 

?-^^^ p~~r^^^^ zur Zeit t + r sei M\ Die Be- 

jA-— / *** wegung des Berührungspunktes aus 

^L / der Lage Jf nach M' kann man als 

/ . die absolute ; seine Bewegung von 

I / JHfn ach ilfi als die Führungsbewegung 

und die von M^ nach M' als die 
relative Bewegung ansehen. Wenn A'M'B" an seinen früheren 
Ort zurückkehrt, so gelangt Jf^ nach M und M' nach Jf"; 
die Bewegung des Punktes M'' auf der als fest gedachten 
Curve ÄMJB ist die in eine absolute verwandelte relative Be- 
wegung. Suchen wir nun die Beziehungen zwischen den Ge- 
schwindigkeiten dieser drei Bewegungen. 

Die absolute Geschwindigkeit ti und die relative v sind 
längs der gemeinsamen Tangente der beiden Curven PQ und 
AB im. Punkte M gerichtet. Da die Führungsgeschwindigkeit 
w gleich der geometrischen Differenz u — v ist, so muss auch 
sie die Richtung derselben Tangente haben; dabei ist: 

u = V -\- iv, (a) 

Es sei nun MN eine der Einheit* gleiche Strecke auf der 
Normalen der Curve PQ im Punkt Jf; M'N' eine ebensolche 
Strecke auf der Normalen derselben Curve im Punkte Jf'; 
M^N^ die Lage der Strecke MN zur Zeit t + r und itf"iV" 
die Lage, welche M' N' einnimmt, wenn ÄM!B! in die Lage 
AMB zurückkehrt. Es ist dann NN' die absolute Bewegung 
des Punktes N^ NN^ seine Führungsbewegung und NN" seine 
relative Bewegung. Die Richtungen der Geschwindigkeiten 
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dieser- drei Bewegungen fallen sämmtlicli in eine und dieselbe 
zu MN senkrechte Gerade. 

Um diese Geschwindigkeiten zu bestimmen, wollen wir 
mit o die Winkelgeschwindigkeit bei der Bewegung der un- 
veränderlichen Curve AMB bezeichnen, mit q den Krümmungs- 
radius der Curve PQ im Punkte M und mit q den der Curve 
AMB in demselben Punkte. Man kann dann die absolute 
Bewegung der Geraden MN als zusammengesetzt betrachten 
aus einer Translation mit der gemeinsamen Verschiebung MM' 
und aus einer Rotation um den Punkt M\ daher ist die ab- 
solute Geschwindigkeit des Punktes N gleich der Geschwindig- 
keit ti vermehrt um die ßotationsgeschwindigkeit um die durch 

M gehende Momentanaxe mit der Winkelgeschwindigkeit — , 

d. h. jene Geschwindigkeit ist gleich le -j • Ebenso findet 

man, dass v r die Geschwindigkeit der relativen Be- 
wegung des Punktes N ist und w; -|- lo die Geschwindigkeit 
der Führungsbewegung. Da die erste die Summe der beiden 
anderen ist, so ist 

Subtrahirt man hiervon Gleichung (a), so folgt: 

— =€0 r • (b) 

Das Rotationscentrum der Bewegung der Figur AMB muss 
auf der in M auf der Geschwindigkeit w errichteten Senk- 
rechten liegen, d. h. auf der gemeinsamen Normale der Curven 
A B und BQ in diesem Punkte. Setzt man OM = r, so er- 
hält man aus Gleichung (a): 

le = V -|- cor. (c) 

Mit Hilfe der Gleichungen (b) und (c) lassen sich die 
Geschwindigkeiten ii und v bestimmen, wenn die Führungsbe- 
wegung der Figur AMB bekannt ist; man erhält nämlich: 

Kennt man die Führungsbewegung der Figur AMB, so 
kann man den Krümmungsradius q der Enveloppe PQ aus 
Formel '(b) bestimmen. 
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Die Führungsbeschleunigung w^ ist gleich der Beschleunigung 
cö^r *) , die die Richtung MO hat, vermehrt um die Beschleunigung 
des Rotationscentrums 0. Ist L der geometrische Mittelpunkt 
der- Beschleunigungen erster Ordnung, K seine Projection auf 
MO, so ist, wenn man OK=Jc setzt, gj^ä die Projection der 
Beschleunigung des Punktes auf OM (§. 164); folglich ist 
die Projection von w^ auf 310 gleich o^r — (d^Jc, Die Rück- 
kehrbeschleunigung — 2Dv ist gleich 2 cot; und hat die Rich- 
tung von q\ Die Projection der absoluten Beschleunigung w^ 

auf Q endlich ist gleich 5 folglich ist nach Formel (b): 

-7- = h <D^r — cj^lc 4- 2(DV. 

Setzt man in diese Gleichung für ii und v ihre Werthe 
aus^(c) und (d) ein und löst für Je auf, so folgt: 

h = («'-y + 'l (e) 

oder 

- = ^- + -.^ • (f) 

Hier muss — q' für q' gesetzt werden, wenn die Curveh 
AMB und PMQ nach derselben Seite concav sind. Die 
Formel (e) oder (f) gestattet q zu berechnen, wenn r, q' und 
k gegeben sind. Aus ihr ergiebt sich auch # eine einfache 
Construction für q] man kann sie nämlich schreiben: 

Wenn man also mit C und C die Krümmungscentra der 
Curven PQ und AB für den Punkt M bezeichnet, so ist: 

co^ = CK . ca 

Dies bedeutet aber, dass der Krümmungsmittelpunkt C 
der Pol der Polaren LK ist in Bezug auf einen Kreis, dessen 
Mittelpunkt in C und dessen Radius CO ist. Daher ist nach 
§. 164 der Punkt C der Krümmungsmittelpunkt der Trajectorie, 
welche der Punkt C bei der Bewegung der unveränderlichen 



*) Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass die Winkel- 
geschwindigkeit (o constant und also die Tangentialbeschleunigung 

dm ^ . , 
r —TT = ist. 
at 
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Curve AMB beschreibt, d. h. der Krümmuiigsmittelpnnkt der 
Enveloppe ist der KrümmtingsmittelptinJct 'der Trajectorie, welche 
der Krümmungsmittelpunkt der umhüllten Curve hei ihrer Be- 
wegung beschreibt. 

Bezeichnet -d- den Winkel LOM, so ist nach Formel (f)^ 



Die Geschwindigkeit w der Führungsbewegung des Punktes 
M ist die Geschwindigkeit, mit welcher die Curve AMB an 
PQ hingleitet. Ist dieselbe gleich Null, so rollt AMB auf 
PQ'^ dann ist r = 0, d. h. das Rotationscentrum fällt in 
den Punkt Jf. 

Wendet man die Formel (g) auf die Curven an, welche 
das Momentancentrum in der Ebene der Figur AMB und 
in der Ebene der Figur PMQ beschreibt und bezeichnet man 
die Krümmungsradien dieser Curvfen mit jR und R, so ergiebt 
sich wegen 

l_ JL I Jl 

die folgende Beziehung: 

i + i = {-fh + v^-r) •'«^ ^- 

Diese Formel ist von Savary. Verschiedene Anwendungen 
derselben zur Construction der Krümmungsradien ebener Curven 
findet man in der Abhandlung von Mannheim; Construction 
des centres de courbures des lignes, decrites dans le mouve- 
ment d'une figure plane qui glisse sur son plan (Journal de 
TEcole polytechnique 37™® cahier), sowie auch in den ver- 
schiedenen Lehrbüchern der Kinematik. 

3) Eine unveränderliche Fläche (S") bewege sich so, dass 
sie fortwährend eine andere Fläche (S) berührt; M sei der 
Berührungspunkt zur Zeit tj M zur Zeit t -{- 1 und Jf^ die 
Lage, in welche der Punkt M zur Zeit t -^^ r gelangt, wenn 
er mit (S") unveränderlich verbunden gedacht wird. Ebenso 
wie im vorhergehenden Beispiele kann man auch hier die 
Bewegung des Berfihrungspunktes von M nach M als die 
absolute, die von M nach M^ als die Führungsbewegung und 
die von M^ nach M' als die relative Bewegung betrachten. 
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Die letztere lässt sich dadurch in eine absolute (von Jf -nach 
M'') verwandeln, dass man die Fläche (S") in die Lage zurück- 
führt, welche sie zur Zeit t inne hatte. 

Bei unendlich kleinem t ist der Winkel zwischen den 
Sehnen Jf'Jf und M'M^ eine unendlich kleine Grösse; denn 
sonst hätte die Rotation um den Punkt M eine unendlich grosse 
Winkelgeschwindigkeit, was unmöglich ist. Ist also MMi 
von derselben Ordnung wie MM\ so bildet die Sehne MM^ 
einen unendlich kleinen Winkel mit MM'*^ folglich fallen die 
Geschwindigkeiten der drei Bewegungen MM\ MM^ und 
MM" in eine und dieselbe Gerade und es ist u = w -\- v. 
Ist aber JOf^ unendlich klein von höherer Ordnung als MM\ 
so ist w; = und u = v^ in diesem Falle rollt die Fläche 
(5") auf (S^. Jedesmal wenn MM^ von erster Ordnung be- 
zügUch r ist, gleitet die Fläche (Ä') auf (S) im Punkte M 
mit der Geschwindigkeit w. Ist aber MM' unendlich klein 
von höherer Ordnung oder gleich Null , so ist w = und 
?; = — w. In diesem Falle reibt die Fläche (S") die Fläche 
(S) in einem einzigen Punkte M mit der Geschwindigkeit w. 

Es sei Mx die Richtung der Geschwindigkeit w, My eine 
dazu senkrechte Richtung in der Tangentenebene der Flächen 
{S) und (S') im Punkte M und M^ die gemeinsame Normale 
der beiden Flächen. Die drei Axen Jfa?, My^ Mz bilden ein 
unveränderliches System, das infolge der absoluten Bewegung 
des Punktes M zur Zeit ^ + r die Lage M'x, M^y, Jf'/ 
annimmt; durch die Systembewegung kommt es in die Lage 
M^x^y M^y^y M^z^y durch die relative in die Lage M!'x'y 
M"y" y M" z'\ Die Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes 
'N dieses Systems bei einer dieser Bewegungen ist gleich der 
geometrischen Summe aus der Geschwindigkeit des Punktes 
M und der Rotationsgeschwindigkeit um diesen Punkt. Wenn 
man also die Rotationsgeschwindigkeiten des Punktes N bei 
der absoluten, relativen und Führungsbewegung resp. mit ?7, 
F, W bezeichnet, so hat man: w + IT für die totale Ge- 
schwindigkeit des Punktes "N bei der absoluten Bewegung, 
V -f- F für die bei der relativen und ec? + IF für die bei der 
Führungsbewegung. Da aber tf+ ?7 = e(;+ TF+f;+ ^i ^^^^^ 
u = w -^ V, so ist ?7= TF+ F. Man sieht hieraus, dass 

Somoff, Mechanik. I. 20 
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die Winkelgeschwindigkeit der Rotation des Systems (Mx, 
My, Mz) um den Punkt M bei der absoluten Bewegung die 
geometrische Summe der Winkelgeschwindigkeiten der Ro- 
tationen bei der relativen und der Führungsbewegung ist; so 
dass, wenn jene drei Winkelgeschwindigkeiten resp. mit co', 
Gj", (D bezeichnet werden, man schreiben kann: gj' == o + (o\ 

Kennt man die Hauptkrümmungen der Flächen (ß) und 
(S") im Punkte My die ersten Krümmungen der Trajectorien 
MM' und MM" imd die Geschwindigkeiten u und Vy so kann 
man die Winkelgeschwindigkeiten (a und lo" bestimmen und 
aus ihnen wiederum die Winkelgeschwindigkeit co. 

Es seien C^ und C^ die Hauptkrümmungen der Fläche 
(S) im Punkte M, mit + otler mit — genommen, je nach- 
dem die entsprechenden Krümmungsmittelpunkte auf Mz oder 
in der entgegengesetzten Richtung liegen; C^ und C^ die Haupt- 
krümmungen der Fläche (5"); g? und q) die Winkel zwischen 
Ox und den Richtungen der Tangenten derjenigen Haupt- 
normalschnitte, welchen die Krümmungen C^ und C^ zukommen; 
c und c die Bjrümmungen der Schnittcurven der Flächen (S) 
und (S") mit der Ebene xMz-^ d' der Winkel, welchen die 
Schmiegungsebene der Curve MM' mit der Ebene xMz bildet ; 
%'' der von der Schmiegungsebene der Curve MM" mit der 
Ebene xMz gebildete Winkel; endlich 2>', 4} ^' ^^^ Projectionen 
der Winkelgeschwindigkeit (o auf die Axen MXy My^ MZy 
und p', q'y r" die der Winkelgeschwindigkeit cof' auf die- 
selben Axen. 

Man sieht leicht, dass 

q = — cUy r = cu tan -O*, q" = — c'v, /' = c'v tan d'' 
ist, wo c und c die folgenden Bedeutungen haben: 

c = Ci cos^g? + C2 sin^g?, c =0/ cos^g? + C'2' sin^g? 

(§. 91). Die Grösse ctan-O* ist die geodätische Krümmung 
der Curve MM', c tan ^' die der Curve MM". Es bleibt 
noch übrig p und p' zu bestimmen. Bezeichnet man mit y 
die Winkelderivirte der Geraden Mz beim üebergange der- 
selben in M' z'y so ist: y = — y cos (yy) und y cos (y;Sf) = g'; 
folglich wird: 

j?' ==5 — q tan (yrc) = cw tan {yx), (1) 
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y ist senkrecht zu der Tangente der Indicatrix im Schnitt- 
punkte dieser Curve mit der Axe Mx (s. §. 94); der Winkel 
{yo^ ist daher das Complement des Winkels, den die Richtung 
Mx mit dem^zu Mo^ conjugirten Durchmesser der Indicatrix, 
d. h. mit der zu Mx conjugirten Tangente der Fläche iß) 
bildet. Bezeichnet man den Winkel jener beiden conjugirten 
Tangenten mit ^, so findet man, dass 

tan(ya;) == cot^ = — (C^2 — ^i) sin g? cos g? 5 
folglich wird nach Formel (1): 

p = u (Cg — C^ sin q) cos 9. 
Ebenso erhält man: 

p' = V (C2 — Ol') sin (f' cos <p\ 
Hiermit findet man die Differenzen 

tu r ff r ff 

p=p—p, Q.=<l—Q.^ r = r—r, 

welche die Projectionen (auf die Axen Mx^ My^ Mz) der Winkel- 
geschwindigkeit der Rotation w bei der Führungsbewegung 
sind. Ausführlichere Untersuchungen über die Bewegung einer 
Fläche auf einer anderen findet man in der Kinematik von 
Resal. 

186. Wir kehren nun zu den allgemeinen Formeln (5) 
und (6) S. 394 für die Geschwindigkeit und die Beschleunigung 
erster Ordnung bei der relativen Bewegung zurück und wollen . 
die Projectionen dieser Grössen auf drei Axen Ox, Oy, Oz 
bestimmen, welche unveränderlich mit dem Systeme (B) ver- 
bunden sind, d. h. in relativer Ruhe verharren. 

Bedeuten x, y, z die Coordinaten des Punktes M bezüglich 
dieser Axen, so hat man: 

^ = M cos {ux) — w cos {wx)y 

--| = te cos {uy) — w cos {wy), (7) 

-^ = M cos {%iz) — w cos {wz) 

für die Projectionen der relativen Geschwindigkeit auf die 
Coordinatenaxen und 

26* 
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d^x 



= u^ cos {uix) — w^ cos {w^x) + B cos {Bx), 
-jf^=u^ cos {u^y) — Wi cos (w^y) + B cos (J2y), (8) 



dt 

d^ 
dt^ 



= Ml cos (u^ z) — w^ cos {Wi z) -^ B cos (JR z) 



für die Projectionen der relativen Beschleunigung erster Ord- 
nung. Es seien ^, q, r die Projectionen der Winkelgeschwin- 
digkeit CO der Rotation des Systems (JS) auf die Axen Ox^ 
Oy, Oz. Nach den Euler 'sehen Formeln hat man dann 



dz dy 

^di" ^'di 



dx dz 

^~di~^ dt' 



dy dx 

Pft-^Tt 



für die Projectionen der geometrischen Derivirten Dv auf die 
Coordinatenaxen. Da aber B = - 



= — 2Dv ist, so wird: 
i?cos(E^) = -2(3g-r|f), 

Bcoa(By) 2(r^-p^), 



(9) 



Die Projection der Rückkehrbeschleunigung B auf eine 
beliebige Richtung l ist durch die Formel ausgedrückt: 

cos (Ix) , cos {ly)y cos (Iz) 

dx dy dz 

'dt' 'dt' 'dt 



Bcos{Bl) = 2 



(10) 



In der Kinematik von Res al und in der Abhandlung des 
Verfassers: lieber die Beschleunigungen verschiedener Ordnungen 
bei der relativen Bewegung (Mem. der Kais. St. Petersburger 
Akademie der Wissenschaften, B. IX) ist gezeigt, aus welchen 
Componenten die relative Beschleunigung zweiter Ordnung zu- 
sammengesetzt ist. In der Dynamik werden wir andere An- 
wendungen der dargelegten Methoden zur Bestimmung der 
relativen Bewegung geben. Auf diesen dritten Theil der 
„Theoretischen Mechanik" verschieben wir auch einige andere 
kinematische Probleme, deren Lösung sich einfacher gestaltet, 
wenn die Ursachen der Bewegung gleichzeitig mit in Betracht 
gezogen werden. 



Zusätze und Berichtigungen des Verfassers. 



Fig. a. 



Zm, Seite 6 und folg., Beispiel 2) und 3). Die unter 2) 
behandelte Aufgabe ist als Specialfall in der folgenden all- 
gemeineren Betrachtung enthalten. 

Es seien AS und CD (Fig. a) die Trajectorien zweier 

Punkte M und N, die sich 
so bewegen, dass die Ge- 
rade MN eine abwickel- 
bare Fläche beschreibt. 
Das Verhältniss der Ge- 
schwindigkeiten V und w 
dieser Punkte zur Zeit t 
lässt sich auf folgende 
Weise bestimmen. 

Wenn nach Verlauf der 
unendlich kleinen Zeit r 
der Punkt M nach M' und 
der Punkt N nach N' ge- 
langt, so hat man 
NN' 




V ^= lim 



MM' 



w = lim 



woraus folgt: 



w 1 . NN' 
— = lim ■■^,-/ 
V MM 



Da aber die Gerade MN eine abwickelbare Fläche be- 
schreiben soll, so müssen ihre beiden Lagen MN und M'N' 
in einer Ebene liegen und sich daher in einem Punkte 
schneiden. Ist femer S der Schnittpunkt der Sehnen MM 
und NN' und zieht man NB parallel MM' bis zum Schnitte 
mit ON', so hat man die Proportionen 
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Nir_ _ SIT NE ^ NO 
NB ~ SM' ' MM' ~ MO ' 

aus welchen folgt: 

NN^ = ^^ ^ 
MM' ~ SM' ' MO • 

Geht man zur Grenze für unendlich abnehmendes r über, 
so ergiebt sich, wenn Q den Schnittpunkt der Tangenten der 
Curven AB xmd CD in den Punkten M und N, P den Be- 
rührungspunkt der Geraden MN mit der Gratlinie der von 
Jlf^ beschriebenen abwickelbaren Fläche bedeuten, die Relation: 

7^_ QN NF , . 

V ~ QM' MF' W 

Die Geschwindigkeiten v und w haben die Richtungen 
der Tangenten QM und QN] ist eine der Geschwindigkeiten 
gegeben, so kann man die andere construiren. Hierzu trägt 
man MT = v auf der Tangente QM auf, verbindet P mit T 
und zieht durch N eine Parallele zu MT, welche die PT im 
Punkte E schneiden mag. Zieht man nun durch E eine Pa- 
rallele zu PNj so schneidet diese die Tangente ^^ in einem 
Punkte F so, dass NF = w wird. Aus der Construction er- 
giebt sich nämlich 

NF_QN^ NE ^ NF 
NE~QM^ MT~ MF' 

woraus folgt: 

NF _ QN NF 

MT ~ QM' MF' 
Nach Formel (a) ist daher 

NF _w 
MT~ V ' 

woraus sich wegen MT=v ergiebt: 

NF==w. 

Infolge der aus dem Dreieck QMN sich ergebenden 

Proportion 

QN ^ ^mQM N 

QM~ sinQNM 

geht die Formel (a) über in: 

w _ Bin QMN NF ,, . 

, V ~ BinQNM'MF' ^^^ 
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Sind die Tangenten QM und QN parallel, d. h. liegt der 
Punkt Q im Unendlichen, so ist sin^ilf^= sin^^Jf, so 
dass die Formel (b) übergeht in: 

w _ NJP , . 

die Punkte E und F fallen dann zusammen. 

Liegt dagegen P im Unendlichen, so dass das Verhältniss 

NF _ NM . . 
MF~ MF'^^ 

zu 1 wird, so gehen die Formeln (a) und (b) über in: 

w NQ w sin QMN , ..s 

V ~ WQ' 'v ~ ^QNM ' W 

Gesetzt z. B., der Punkt M (Fig. b), der von einem festen 

Fig. b. Punkt P beleuchtet wird, bewege sich 

j»^ .^^ auf einer Geraden ÄB'^ Nsei der Schatten 

des Punktes M auf einer Ebene, die sich 

mit der Ebene PÄB in der Geraden 

^ y^ ^ AG schneidet. Es handelt sich darum, 

das Verhältniss der Geschwindigkeiten der Punkte M und H 

zu bestimmen. 

Nach Formel (a) ist: 

w; _AN_ PN_ . V 

V ~ am' FM' ^^) 

Zieht man nun PB und PC resp. parallel AN und AM 
und setzt PC = a, PB=h, so sieht man leicht, dass 

AN h , FN a 

xmd 



AM MB FM MB> 

woraus folgt: 

w ah 



V MB^' 

Ist die Bewegung des Punktes M von A nach B eine 
gleichförmige, so ist die Geschwindigkeit v.constant, während 
die Geschwindigkeit des Punktes N 

abv 



w = 



MB' 



umgekehrt proportional mit dem Quadrate des Abstandes des 
Punktes M von B wächst; wird dieser Abstand unendlich 
klein, so ist die Geschwindigkeit tc; unendlich gross. 
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Fig. c. 




Ist der Punkt N (Fig. c) die recht- oder schiefwinklige 
Projection des Punktes M auf eine Ebene (n)y so dass also 

die Gerade MN einer gegebenen Geraden, 
der Projectionsrichtung, beständig pa- 
rallel bleibt, so liegt der Punkt P im 
Unendlichen, und es gelten daher für 
das Verhältniss der Geschwindigkeiten 
die Formeln (d). Man überzeugt sich 
sich leicht, dass in diesem Falle die Geschwindigkeit w die 
Projection der Geschwindigkeit v auf die Ebene (II) ist, d. h. 
die Geschmndigkeit der Prqjectionen eines sich bewegenden Punktes 
ist gleich der Projection der GeschwindigTceit des Punktes. 

Gesetzt, die Trajectorie des Punktes M sei eine ebene 
Curve AB (Fig. d), die auf zwei Axen Ox und Oy bezogen 

werden möge; MT = v stelle die Ge- 
schwindigkeit des Punktes M dar. Sind 
nun N und N' die Prqjectionen des 
Punktes M auf diese Axen, so sind 
deren Geschwindigkeiten nach dem Obigen 
gleich den Projectionen NF und N' F 

% 

der Geschwindigkeit MT des Punktes 
M, Es ist also umgekehrt MT die Diagonale eines Paral- 
lelogramms MGTG\ dessen Seiten MG und M& resp. geo- 
metrisch gleich NF und N'F' sind. Bezeichnet man die Co- 
ordinaten des Punktes M mit x und y, so ist: 



Fig. d. 




o 



2V 



dt 



dt ' 



ds 



folglich erhält man die Geschwindigkeit ^ == t* des Punktes M 
als Diagonale eines Parallelogramms, dessen Seiten gleich 
+ -ji und + -— von M aus parallel den Coordinatenaxen auf- 
zutragen sind. Für rechtwinklige Axen hat man: 

dx / N dy / >, 

== V COS \vx), i? = ^ cos (vy)y 



dt 



dt 



"' - m + m ■ 

Für die Bewegung zweier Punkte M und N (Fig. e) auf 
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grössten Kreisen einer Kugelfläche lässt sich ein der Formel 
(e) analoger Ausdruck ableiten. Der Kugelradius sei gleich 

1 angenommen und einer der Schnittpunkte 
der beiden grössten Ereise heisse A. Ge- 
langen nun die Punkte M und N in der 
Zeit X nach M' und IT und schneiden 
sich die beiden grössten Ejreise MN und 
M'N' im Punkte 0, so hat man: 
A '^ — — ^ ■^:r^' w ,. JViV" ,. sin NN' 

— = lim -,> T,,/ = lim —. Ttjr Ttjr' . 

V MM %mMM 

Es ist abet: 

sin NN' sinOiV sin MM ' sin Q Jf ^ 

sinO %vaN' ' sin ~ sin M' ' 

folglich wird: 

sin NN' _ BJnM' ^ ^nON 
sin MM' sinj^T^' sin Jf ' 

Ist nun P die Grenzlage des Punktes für unendlich 
kleines r, so hat man: 

w sinM sin PN 




V QinN sin PM' 

Im Dreieck ÄMN ist 

, sin M sin AN 



(f) 



sin iV Bin AM ^ 

folglich : 

w sin J. JV sinPJV" . v 

V QinAM' sin PM ' ^°^ 

Gesetzt, der Kreis AN sei der Aequator und P ein Pol 
der Erdkugel. Dann wird ^ i\r = 90^ und arc PN = 90<>, 
so dass die Formel (f) übergeht in 

w sin Jf 

V sin PM ' 

Der Bogen NM ist die geographische Breite, AN die geo- 
graphische Länge des Punktes M] setzt man NM= ß^ so ist 
sinPilf = cos/3, und da im Dreieck AMN 

siuM= — ^ 

cosp 

ist, so wird: 

w cos J. w cos*(J 

' ' V cos* ß ' cos A 

Somoff, Mechanik. I. " 26** 
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Bewegt sich nun der Punkt N auf dem Aequator gleich* 
förmig, so ist w constant; die Geschwindigkeit v des Punktes 
M ist daher in diesem Falle proportional dem Quadrate des 
Cosinus der geographischen Breite oder dem Quadrate des 
Radius des Parallelkreises , auf dem der Punkt sich befindet. 

Gehen zwei Punkte M' und M" (Fig. f) zu derselben 
Zeit t von einem Punkte M aus und gelangen zur Zeit t -{- z 
Fig. f. auf verschiedenen Trajectorien nach M' und 

Jtf", so ist das Verhältniss der Geschwindig- 
keiten V und w, mit denen sie von M aus- 
gingen, gleich dem umgekehrten Verhältnisse 
der Sinus, derjenigen Winkel, welche diese 
^T* Geschwindigkeiten mit der Geraden MF bilden, 
wenn dies die Grenzlage ist, der sich die Ver- 
bindungslinie MUß." bei unendlich abnehmendem r nähert. 
Es ist nämlich 




w T MM" ,. ^vclMM'M' 
— = hm ,^,^/ = hm 



V ^^^ MM' ^\xlMM"M'' 

Zieht man nun in M die Tangenten MT und MT der 
Trajectorien der Punkte Jfef und M'\ so ist ferner: 

lim sin MM'M" = sin TMP, lim sin MM'M: = sin r Jf P, 

folglich : 

w? sin TM T 

V ~ sin rMP • 

Macht man also MT = t;, MT' = w, so ist die Gerade 
TT parallel der Geraden MF. 

Mit Hilfe dieses Satzes lässt sich der Beweis des Satzes 
vom Parallelogramm der Geschwindigkeiten §. 4 in folgender 
Weise führen. 

Sind, wie dort, (Fig. 4, S. 8) MC und MD die Lagen 
der Linien (p) und (q) zur Zeit tj MC und M' U deren 
Lagen zur Zeit ^ + r, M^ der Schnittpunkt von M'I/ und 
MC und Jfg der von M' C' und MD, so ist M^ ein Punkt 
der zur Zeit t mit der Geschwindigkeit u ausgeht und sich 
auf MG bewegt, während der Punkt M^ mit der Geschwindig- 
keit w zur selben Zeit von demselben Punkte M ausgeht 
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aber auf MI) fortschreitet. Die Geschwindigkeiten u und w 
lassen sich durch die Strecken MT^ und ilf T2 resp. darstellen, 
die auf den Tangenten der Linien MC und MD von M aus 
aufzutragen sind. Nun ist die Tangente MT2 die Grenzlage, 
der sich die Secante M^M' bei unendlich abnehmendem r 
nähert; denn für r = muss diese Secante in die Tangente 
der Linie M^D in demjenigen Punkt übergehen, mit dem die 
Punkte M^ und M' zusammenfallen; die Linie M^D' fällt aber 
bei diesem Grenzübergange in allen ihren Punkten mit MD, 
die Punkte M^ und M' mit M zusammen. Ebenso lässt sich 
zeigen, dass MT^ die Grenzlage der Secante M^M' ist. Aus 
dem obigen Satze folgt dann aber: 1) dass 1\T parallel MT^ 
und T^T parallel MT^ ist. Folglich ist das Viereck MT^TT^ 
ein Parallelogramm, dessen Diagonale MT ist und das zu 
anliegenden Seiten die Geschwindigkeiten MT^ und MT^ hat. 

Zusatz zu §. 48, S. 102. 

Wenn zwischen den drei Functionen q)^, q)^, (p^ der Co- 
ordinaten g^, ^2? Qs ®i^® Gleichung von der Form 

-^"(9^1; 9^2? 9^3) = (a) 

besteht, welche die Coordinaten g^, q^, q^ nicht explicit ent- 
hält und durch Substitution der Ausdrücke von tp^, 9^2 ; 9^3 ^^ 
Qu ^2 7^3 identisch wird, so ist eine der drei <jrrössen9?i, 9^2? 9^3 
eine Function der beiden andern oder einer derselben. Man 
hat daher in diesem Falle für jedes Werthsystem q^, q^^ q^ 
und dq^j dq^, dq^\ 

dabei kann eine der Derivirten 0^, ^ für jedes System 9)1, 

9^2? 98 verschwinden, nämlich wenn tp^ die Variable, nach 
der die Derivirte genommen ist, gar nicht enthält. 

Wählt man nun die Grössen dq^, dq^, dq^ so, dass 
dq>2 = und dq)^ = werden, so muss gleichzeitig auch die 
Bedingung dq>^ == erfüllt sein. Das gleichzeitige Bestehen 
der drei Gleichungen 
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dv, = ||^ rf(Zi + U dq, + Ig d23 = 0, 
d9s = ^^dq, + ^^dq, + ^^dq,=>0 



dq, '^'^^ ' dq 

erfordert aber, dass die Determinante 

d(pi d(pi dq)i 



^Sa 



D = 



dqi 
dq, 

dtps 



dq^ 
cq^ 



^^3 

aqP3 



= 



dq^ dq^ dqs 

sei. Umgekehrt, wenn 2) = ist für jedes Werthsystem 
ii) Qi} Ö's; so muss eine Gleichung von der Form (a) bestehen. 
Da nämlich 

9i = 9i(3^i;Ö'2;3'3); 

92 = 9^2Öu^2>9'3)? 
9^3 = 93Öl;9'2?Ö'3)? 

SO kann man du^ch Elimination von q^ und q^ aus diesen 
Gleichungen eine Gleichung von der Form 

•F(9?l, q>2y (fs, ^3) = 

erhalten, aus welcher folgt: 

Da aber D = ist, so kann man bei beliebigen Werthen 
von q^j q^y q^y dq^ ein System dq^, dq^y dq^ wählen, welches 
die Bedingungen dtp^ = 0, dtp^ = 0, dtp^ = erfüUtj- man 
erhält dann 

3— dOft = oder -j— = 

€ta ^^ dq^ 

9 

für jedes Werfhsystem q^y q^y q^- Dies bedeutet aber; dass 
die Gleichung jF = die Grösse q^ nicht enthalt. 
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